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1 Einfiihrung

Die Exponentialfunktion exp : C — C ist eine Abbildung, die alle komplexen Zah-
len aufer der 0 trifft. Sie lasst also einen Punkt der komplexen Ebene aus. Damit
stellt sich uns die Frage: Gibt es auch nicht-konstante, holomorphe Abbildungen
von C nach C, die zwei Punkte auslassen?

Darauf gibt der kleine Satz von Picard eine Antwort. Er besagt, dass es keine
nicht-konstante, holomorphe Abbildung von C nach C — {0,1} gibt. Der Grund
dafiir ist, dass die Riemannsche Flache C—{0, 1} zu viele ,Locher besitzt.

Wir werden uns in der vorliegenden Arbeit zunéchst damit beschéftigen, wie
wir ,Locher auf Riemannschen Fldchen aus mathematischer Sicht beschreiben
konnen. Auskunft iiber die ,Locher” der Fliache gibt uns die Fundamentalgruppe,
welche wir in Kapitel [2] kennenlernen werden. Wie wir sehen werden, ist es aber
nicht so einfach, die Fundamentalgruppe nur mithilfe der Definition zu bestimmen.
Wir beschéftigen uns daher mit Uberlagerungen von Riemannschen Flichen, wel-
che uns als Hilfsmittel zur Bestimmung der Fundamentalgruppe dienen.

Uberlagerungen sind strukturerhaltende Abbildungen, bei denen mehrere dhn-
lich aussehende Teilstiicke eines Raumes iibereinander gelegt (sprich iiberlagert)
werden. Wir werden in Kapitel {4] die Existenz einer so genannten universellen
Uberlagerung zu jeder zusammenhingenden Riemannschen Fliche zeigen. Diese
spezielle Form der Uberlagerung erméglicht es uns, die Fundamentalgruppe ohne
groken Aufwand anzugeben. In den letzten beiden Kapiteln beschéftigen wir uns
damit, die universelle Uberlagerung von C—{0, 1} zu finden, um den kleinen Satz
von Picard zu beweisen. Es ist erstaunlich, dass dieser Satz aus anfianglich rein
topologischen Uberlegungen folgt.

Diese Arbeit ist im Anschluss an die Vorlesung Funktionentheorie 1 und dem
Seminar zur Funktionentheorie von Herrn Prof. Dr. Heinloth entstanden. Daher
werden einige Grundkenntnisse der Funktionentheorie vorausgesetzt, welche unter
anderem in der Literatur [I] und [2] nachgelesen werden konnen. Dartiber hinaus
werden viele topologische Argumente verwendet, fiir die ebenfalls ein Grundver-
standnis vorausgesetzt wird. Die topologische Theorie, die zum Verstédndnis dieser
Arbeit notwendig ist, entnehmen wir dem Werk , Topologie“ ([4]) von Laures.



2 Topologische Grundlagen

Wir werden in diesem Kapitel die Fundamentalgruppe definieren, die uns Auf-
schluss iiber die ,,Locher” einer Riemannschen Flache gibt. Um die ,Locher einer
Riemannschen Fliache aufzuspiiren, werden wir Schleifen auf der Fliche auslegen
und priifen, ob diese beim Zusammenziehen ,an einem Loch héngen bleiben®.

Dieses Kapitel ist angelehnt an [5], Kapitel 3.2. Wie auch in der Quelle werden
wir zundchst nur topologische Rdume betrachten. Die Ergebnisse dieses Kapitels
lassen sich aber leicht auf Riemannsche Flachen iibertragen, da Riemannsche Fla-
chen insbesondere topologische Raume sind.

2.1 Wege und Homotopien

Wir werden uns zunéchst damit auseinander setzen, was Schleifen auf einer Rie-
mannschen Flédche sind und wie wir diese mathematisch genau fassen kénnen.

Definition 2.1 (Wege und Schleifen). Sei X ein topologischer Raum.

(i) Wir bezeichnen eine stetige Abbildung
v:10,1] — X

als Weg von +(0) nach (1) auf X. Haufig wird (0) auch Startpunkt und
(1) Endpunkt des Weges genannt.

(ii) Ein Weg, bei dem Start- und Endpunkt iibereinstimmen, heifst geschlossen.
Er wird auch Schleife genannt.

(iii) Des Weiteren nennen wir den Raum X wegzusammenhingend, falls zu je
zwei Punkten a und b aus X ein Weg von a nach b existiert.

Wenn der Endpunkt eines Weges mit dem Startpunkt eines anderen Weges
iibereinstimmt, so konnen wir diese beiden Wege zu einem gemeinsamen Weg
zusammenfassen. Aufserdem kénnen wir Teilwege betrachten, einen Weg ,anders
herum* durchlaufen, oder einfach auf einer Stelle stehen bleiben. Diese recht an-
schaulichen Uberlegungen kénnen wir formalisieren.

Definition 2.2. Sei X ein topologischer Raum.

(i) Seien 7; : [0,1] — X und 79 : [0,1] — X zwei Wege mit v, (1) = 72(0). Wir
kénnen eine Verkniipfung von Wegen

k720 [0,1] — X

fe 11 (2t) ,fur t <
Y2(2t —1) | fur t >

N= N

definieren. Wir nennen diese Verkniipfung auch das nacheinander Entlang-
laufen der Wege.



(ii) Sei 7y :[0,1] — X ein beliebiger Weg. Aufserdem seien a < b zwei Punkte in
[0, 1]. Wir nennen den Weg ~@% : [0,1] — X mit v1¢%(¢) : = v(t(b — a) + a)
Teilweg von .

(iii) Sei v :[0,1] — X ein Weg, so heift v~ : [0,1] — X mit y~(¢) := (1 — )
fiir alle ¢ in [0, 1] der zu v umgekehrte Weg.

(iv) Den Weg ¢, : [0,1] — X mit ¢,(t) = € X fiir alle ¢ in [0, 1] nennen wir
den konstanten Weg in x.

Lemma 2.3. Das nacheinander Entlanglaufen zweier Wege ~1 7y ist selbst wieder
ein Weg.

Beweis. Allein im Punkt % ist die Stetigkeit nicht sofort klar. Sei aber U eine
beliebige offene Umgebung um *72(%). Dann ist sie ebenso eine offene Umgebung
um 7;(1) und um ~,(0). Wir finden also a und b in (0,1), sodass v;((a, 1]) und
72([0,b)) in U enthalten sind. Es ist dann auch v; #72((%, 2£1)) in U enthalten. [

Es sei angemerkt, dass das nacheinander Entlanglaufen 7% x yl®1 yon Teil-
wegen zwar wieder ein Weg ist, im Allgemeinen aber nicht dem Weg ~ entspricht.

Stellen wir uns nun zwei Wege mit dem gleichen Start- und dem gleichen
Endpunkt vor. Wenn die Riemannsche Flache zwischen den beiden Wegen keine
,Locher” hat, so kénnen wir sie durch ,Ziehen“ oder auch ,Wackeln“, wie es in [5]
genannt wird, ineinander iiberfiihren.

Abbildung 1: ,Ziehen* an einem Weg

Dieses ,an den Wegen Wackeln ldsst sich durch den Begriff der Homotopie
formalisieren.

Definition 2.4 (homotop). Seien vp,7; : [0,1] — X zwei Wege von a nach b.
Wir nennen die Wege homotop, falls eine stetige Abbildung

he[0,1] % [0,1] — X

existiert, sodass die Eigenschaften h(0,t) = a, h(1,t) = b, h(s,0) = 7o(s) und
h(s,1) = v (s) fiir alle s und ¢ in [0, 1] erfiillt sind. Die Abbildung h wird auch
Homotopie genannt.

Wir kénnen eine Homotopie auch als Schar von Wegen h(_,t) = v(_) auf-
fassen, wobei der Start- und Endpunkt der Wege festgehalten wird. In anderer
Literatur wird diese Art der Homotopie daher auch als gebundene Homotopie be-
zeichnet. Der Begriff Homotopie wird in solcher Literatur fiir eine Abbildung wie
oben, nur ohne die Eigenschaften h(0,¢) = a und h(1,t) = b, verwendet.

Wir haben bereits angemerkt, dass die Wege 7% x v/*1] und ~ nicht iiberein-
stimmen. Es gilt aber



Lemma 2.5. Sei v : [0,1] — X ein Weg und a € [0,1] beliebig. Der Weg
A0al s Alall - der durch das nacheinander Entlanglaufen der Teilwege ~ %% und 1]
entsteht, ist homotop zu 7.

Beweis. Wir betrachten dazu die Homotopie

h(s,t):= {7(23((% —a)t+a)) , fir s <
| NW2s =11~ ((5—a)t+a)+((5 —a)t +a) , firs>

N = N[

zwischen 7% % 4111 yund ~. Durch einfaches Nachrechnen erhélt man die ge-

wiinschten Gleichungen h(s,0) = v 0 x~lall(s), h(s, 1) = y(s), h(0,t) = v(0) und
h(1,t) = ~(1) fir alle s und ¢ in [0, 1].

Wir wollen noch zeigen, dass die Abbildung h stetig ist. Dazu zerlegen wir
die Menge [0,1] x [0,1] in M; : = {(s,t) | s < i} und in My : = {(s,¢) | s > 1}
Die Abbildungen h[,, und h[,, sind als Kompositionen von stetigen Abbildungen
stetig. Nicht sofort klar ist die Stetigkeit von h in den Punkten M; N M,. Wir
kénnen sie aber im Folgenden mit einer dhnlichen Herangehensweise wie in Lem-
ma [2.3| begriinden. Sei (s,t) ein beliebiger Punkt im Schnitt M; N My und sei V/
eine beliebige offene Menge um diesen Punkt. Da sowohl h[,, als auch k|, stetig
ist, konnen wir eine offene Umgebung U; : = hl Ml_l(V) in M; und eine offene
Umgebung U, : = h\MQ_l(V) in Mj angeben, sodass U; und U, beide den Punkt
(s,t) enthalten. Da M; und M, mit der Teilraumtopologie versehen sind, finden
wir offene Mengen U C M; U My und US € M; U My mit U] N M; = U; und
Uj N My = Us. Der Schnitt der beiden Mengen U : = U; N U, C [0,1] x [0, 1] ist
eine offene Umgebung von (s, t), fiir welche A(U) C V gilt. Somit ist h stetig. [

Bemerkung 2.6. Sei X ein topologischer Raum und seien a und b zwei beliebige
Elemente aus X. Homotop zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
Wege von a nach b.

Beweis. Dies kann man leicht selbst iiberpriifen. Die Reflexivitét ist durch eine in
der zweiten Koordinate konstante Homotopie zu begriinden. Die fiir die Symmetrie
gebrauchte umgekehrte Homotopie finden wir, indem wir die zweite Koordinate
riickwérts durchlaufen. Fiir die Transitivitidt betrachten wir eine Homotopie h
zwischen zwei Wegen 7 und ~; von a nach b und eine Homotopie hs zwischen v
und einem weiteren Weg 7, von a nach b. Wir wollen zeigen, dass die Wege v, und
~2 homotop sind. Dazu konnen wir eine Homotopie

h:10,1] x [0,1] — X
(s,t)r—>{

hi(s,2t) , fir ¢ <
ho(s,2t — 1) , fur ¢t >

N |— N+

konstruieren, die bis zur Halfte durch die eine und dann durch die andere Homo-
topie gegeben ist. Der Beweis der Stetigkeit kann analog zum Stetigkeitsbeweis
von h in Lemma [2.5] gefithrt werden. O

Wir kénnen die Menge aller Wege von a nach b entsprechend der gerade gefun-
denen Aquivalenzrelation in Aquivalenzklassen einteilen. Dies bringt uns zu der
folgenden



Definition 2.7. Die Menge aller Homotopieklassen von Wegen von a nach b auf
X wird mit 71 (X, a,b) bezeichnet.

Wenn wir noch annehmen, dass die Punkte a und b iibereinstimmen, so konnen
wir die Repréasentanten der Homotopieklassen durch das nacheinander Entlang-
laufen miteinander Verkniipfen. Die Wege, bei denen die Start- und Endpunkte
iibereinstimmen, sind genau die Schleifen. Wie wir sehen werden, gibt dies der
Homotopieklasse von Schleifen mit einem festen Startpunkt die Struktur einer
Gruppe. Dazu beweisen wir zunéchst das folgende Hilfslemma.

Lemma 2.8. Sei X ein topologischer Raum und seien a,b,c € X beliebige Punk-
te dieses Raumes. Die Abbildung ' : m (X, a,b) x m(X,b,¢) — m(X,a,c) mit
« ([11], [2]) = [71 * 72| ist eine wohldefinierte Abbildung, also insbesondere repra-
sentantenunabhdangig. Hierbei entspricht x dem nacheinander Entlanglaufen der

Wege.

Beweis. Seien 7; und ] zwei homotope Wege von a nach b. Aufserdem seien o
und 75 zwei homotope Wege von b nach ¢. Wir miissen zeigen, dass 77 * 72 und
1 * 74 homotop sind.

Dazu definieren wir die zu v, und ~; gehdrige Homotopie als h; und die zu v,
und 4, gehorige Homotopie als hy. Wir konstruieren eine Homotopie

h(s.1) hy(2s,t) , fir s <
s,t) =
ho(2s — 1,t) , fiir s >

NI N

zwischen den Wegen 7 * 7, und 7] % 5. Dies ist wirklich eine Homotopie zwischen
den beiden Wegen, denn es gilt h(0,t) = a, h(1,t) = ¢, h(s,0) = 71 * 7, und
h(s,1) = 74 x~5. Aufserdem ist die Homotopie h stetig. Der Beweis dazu ist analog
zum Stetigkeitsbeweis der Abbildung A in Lemma n

Wir werden die soeben eingefiihrte Abbildung " im Folgenden ebenfalls als
das nacheinander Entlanglaufen von Wegen * bezeichnen.

Proposition 2.9. Die Homotopieklassen w1 (X, a, a) von Schleifen mit einem fes-
ten Startpunkt bilden eine Gruppe beziiglich des nacheinander Entlanglaufens von
Wegen.

Beweis. Wir wissen bereits aufgrund von Lemma [2.8] dass das nacheinander Ent-
langlaufen von Wegen auf 7;(X, a, a) eine wohldefinierte Verkniipfung ist.

Als néchstes zeigen wir, dass die definierte Verkniipfung assoziativ ist. Seien
also drei Wege 7v1,72,7s : [0,1] = X gegeben. Wir behaupten, dass (71 * 72) * 73
und 7 * (72 * 3) homotop sind. Die Abbildung

22—t ,fﬁr0<s<ﬁ
2(2—t)(1+1) X 1
h(s,t) 2 t 1+2t—212 ) , fiir 2(2 1) <s<1- 2(1+t)

s 1+t (5= 1+ 5it)) fir 1= gty <s <1




ﬁ oder s =1— ﬁ
Félle zu demselben Ergebnis h(s,t) fithren. Die Abbildung A ist eine Homotopie
zwischen den Wegen (7, %72 )#*7y3 und 7, *(y2*73), denn durch einfaches Nachrechnen
erhalten wir die gewiinschten Gleichungen h(0,t) = a, h(1,t) = a, h(s,0) = (7 *
7V2) *73(s) und h(s, 1) = v1 * (72 * 73)(s)-

Nicht sofort klar ist die Stetigkeit der Abbildung h. Dazu teilen wir die Menge
[0,1] % [0,1] in

ist wohldefiniert, da fiir alle (s, t) mit s = beide moglichen

Mlzz{(s,t) Ogsgﬁ},
M= {00 | gy <o S 1= g | e
M?’::{(S’t) _2(1+t)§8§1}

auf. Auf den einzelnen M; ist die Stetigkeit der Abbildung hl,, als Komposition
von stetigen Abbildungen klar. Wir miissen noch die Stetigkeit der Abbildung A
an den Ubergangsstellen M, N M, und M, N M priifen. Wir argumentieren dazu
einfach analog wie in Lemma und fiihren das deshalb hier nicht erneut an.

Das neutrale Element der Gruppe 71(X, a, a) ist die Homotopieklasse des kon-
stanten Weges ¢, Um dies zu zeigen, sei zunéchst v eine beliebige Schleife in X
mit Start- und Endpunkt a. Da ~0% = 411 = ¢, eine Teilweg von ~ ist, konnen
wir das Lemma [2.5] anwenden. Es folgt, dass die Homotopieklassen von ykc,, ¢, %7
und ~y iibereinstimmen.

Das Inverse Element zu [y] € m(X,a,a) ist die Homotopieklasse [y~!] des
umgekehrten Weges. Dies folgt sofort, da wir eine Homotopie

2st fiir s < 1
O TR NN
(2 —2s)t) , fiir s > 5
zwischen ¢, und v * y~! angeben konnen. Diese Abbildung ist stetig. Um dies zu

zeigen, konnen wir wieder analog wie in dem Lemma [2.5] vorgehen. O

2.2 Die Fundamentalgruppe

Bisher wissen wir was Schleifen sind und was es bedeutet, diese Schleifen zu dem
konstanten Weg ,zusammen zu ziehen“. Wir wollen im Folgenden die Menge al-
ler Schleifen betrachten. Dabei sollen aber die Schleifen, die ,jin gleicher Weise an
den Lochern hangen bleiben, zusammengefasst werden. Fiir eine wegzusammen-
héngende Riemannsche Fliche X leistet die Gruppe 7 (X, a, a), die wir im letzten
Unterkapitel kennengelernt haben, genau dies. Sie enthélt alle Schleifen, aber fasst
alle Wege zusammen, die homotop sind.

Definition 2.10 (Fundamentalgruppe). Wir nennen

m (X, a) :

7T1(X7 a, a)

die Fundamentalgruppe von X mit Basispunkt a.



Bereits in Proposition haben wir gezeigt, dass die Fundamentalgruppe eine
Gruppe ist. Interessanterweise ist es fiir die Beschaffenheit der Gruppe irrelevant,
auf welchen Basispunkt wir uns beziehen, wie wir in der folgenden Proposition
sehen werden.

Proposition 2.11. Sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum und
seien a # b € X zwei Elemente. Dann sind die Fundamentalgruppen m (X, a) und
m1(X,b) isomorph zueinander.

Beweis. Sei n ein Weg von a nach b. Wir definieren die Abbildung
C = (h/] = [77 * 7y x 7771]) : 7T1(X7 CL) — 7T1(X7 b)7

wobei % das nacheinander Entlanglaufen der Wege ist. Diese Abbildung ist auf-
grund von Lemma reprasentantenunabhéingig, also wohldefiniert.
Die Abbildung ( ist ein Homomorphismus, wie uns die Gleichungskette

CIn o)) = [y %y 7]
= (mxyxn™) « (n*rexn)
= (] * (1)

zeigt. Bei der zweiten Gleichheit haben wir das neutrale Element [~ * 7] = [c}]
eingefiigt. Bisher haben wir gezeigt, dass ( ein Gruppenhomomorphismus ist.
Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Abbildung ¢ auch bijektiv ist. Dies
folgt sofort, da wir eine Umkehrabbildung (7! : = ([y] = [7! % v * n7]) konstruie-
ren konnen. Analog wie fiir die Abbildung ¢ sicht man, dass auch die Umkehrab-
bildung ¢! ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist. O]

Die Fundamentalgruppe gibt uns Aufschluss dariiber, ob eine Riemannsche
Flache ,Locher besitzt. Besonders interessant sind die Riemannschen Flachen
mit einer trivialen Fundamentalgruppe (X, a) = {id}. Wir nennen diese Rie-
mannschen Flachen einfach zusammenhdngend.

Definition 2.12 (einfach zusammenhingend). Sei X ein wegzusammenhén-
gender, topologischer Raum. Wir nennen X einfach zusammenhdngend, falls

m (X, a) = {id}
fiir ein @ € X gilt.

Die Definition bedeutet kurz gesagt, dass jede Schleife auf dem topologischen
Raum homotop zum konstanten Weg ist. Naiv kann man sich unter einem einfach
zusammenhangenden Raum einen Raum ohne ,LLocher” vorstellen. Wenn wir zum
Beispiel einen sternformigen Raum X C C betrachten, dann ist X einfach zusam-
menhéngend ([5], Proposition 3.12). Wir wissen damit bereits, dass die komplexe
Ebene C einfach zusammenhéngend ist. Nicht sofort klar ist dies fiir den projek-
tiven Raum P, bei dem noch ein Punkt hinzukommt.

Wir wollen im Folgenden untersuchen, ob auch P einfach zusammenhéangend
ist, indem wir versuchen, so an einem beliebigen Weg zu ziehen, dass er nur noch
auf der Ebene C verlduft. Dort konnen wir den Weg dann zusammenziehen, da
C einfach zusammenhéngend ist. Zunéichst werden wir dazu den Weg in Stiicke
zerteilen und die Teilwege durch den Punkt co = 0_ gesondert betrachten.



Proposition 2.13. Sei X ein topologischer Raum und ~y : [0,1] — X ein Weg.
Wenn wir nun eine offene Uberdeckung X = Ui, Ui wahlen, dann finden wir eine
Zerlegung 0 = 59 < 81 < -+ < 8, = 1, sodass zu jedem j € {0,...,n — 1} ein
i € I existiert mit y([s;,s; + 1]) C U;.

Abbildung 2: Die Zerlegung eines Weges

Beweis. Zunéchst wihlen wir zu jedem Punkt v(¢) mit ¢ € [0, 1] auf dem Weg ~
eine der offenen Umgebungen U; aus, die den Punkt () enthélt. Wir bezeichnen
diese Umgebung mit U*'. Da ~ eine stetige Abbildung ist, sind die Urbilder v~ (U?)
wieder offen. Wir kénnen also zu jedem ¢ € [0,1] ein &; > 0 finden, sodass die
Menge

Vii=(t—ent+e)N[0,1]

in y~1(U") enthalten ist. Wir haben eine Uberdeckung [0,1] = Useo.n Ve gefun-
den. Insbesondere ist auch [0, 1] = [U,cjo V, mit V, = (t — %,t + %) eine offene

Uberdeckung von [0, 1]. Da der Raum [0, 1] kompakt ist, finden wir eine endliche
Teiliiberdeckung

[0,1] = U ‘Zk
k=1
Wir wéhlen ¢y : = min {&Tk ‘ k=1,..., m}. Dann konnen wir im Folgenden zeigen,

dass jedes Intervall [a, a +to] C [0, 1] der Lénge ¢y ganz in einem V;, enthalten ist.
Der Punkt a € [0,1] ist in einem V;, mit k € {1,...,m} enthalten. Es gilt dann
auch die Abschéatzung

gtk gtk gtk
abto <t E bty StH = tteg

Damit sind @ und a + ty, also auch [a,a + to], in V;, enthalten. Wir kénnen eine
Zerlegung

50::0<31::t0<82::2t0<---<3n_1::(n—l)t0<sn::1

angeben, sodass jedes Intervall [s;, s;11] eine Lange von héchstens ¢y hat. Damit
ist das Bild v([s;, sj11]) jedes Intervalls in einem der U; enthalten. Wir haben die
gesuchte Zerlegung gefunden. O]

Mithilfe dieser Proposition konnen wir sehr einfach zeigen, dass die Riemann-
sche Fliache P einfach zusammenhéngend ist.



Proposition 2.14. Die Riemannsche Zahlenkugel P ist einfach zusammenhdn-
gend.

Beweis. Wir betrachten im Folgenden die Riemannsche Zahlenkugel
IP - (C+ H C, /N

als die disjunkte Vereinigung von zwei Kopien der komplexen Zahlenebene, wobei
wir z; und (1) miteinander identifizieren. Sei nun [y] € m;(P,04) die Aquiva-
lenzklasse einer Schleife ~.

1. Fall: Der Weg ~ trifft den Punkt 0_ € C_ nicht.
Es gilt dann, dass der Weg v ganz auf C, liegt. Die komplexe Zahlenebene C ist
aber sternféormig und damit einfach zusammenhéngend. Also ist v homotop zum
konstanten Weg co_ .

2. Fall: Der Punkt 0_ € C_ wird von dem Weg ~ getroffen.
Wir wihlen eine kleine Kreisscheibe B.(0_) um 0_ und erhalten eine Uberde-
ckung P = C, U B.(0_) der Riemannschen Zahlenkugel. Wir kénnen den Weg
~ mithilfe von Proposition in Teilwege ~lisi+1l = ~; mit i € {1,...,n}
zerlegen. Wir konnen dabei ohne Einschrénkung annehmen, dass die Start- und
Endpunkte der Teilwege ~; verschieden von dem Punkt 0_ sind. Andernfalls kén-
nen wir den Teilweg 7; mit Endpunkt 0_ mit dem nachfolgenden Teilweg ;.4
durch das nacheinander Entlanglaufen verkniipfen. Aufgrund von Lemma gilt
(Y] = [ * ... *,]. Wir betrachten nun nacheinander alle Wege 7;. Wenn +; den
Punkt 0_ nicht trifft, dann definieren wir 5; als 7;. Falls aber +; den Punkt 0_
trifft, dann wéhlen wir einen beliebigen Weg 7; in B.(0_) — {0_} mit demselben
Start- und demselben Endpunkt wie 7;. Dies konnen wir machen, da die punk-
tierte Kreisscheibe B.(0_) —{0_} wegzusammenhéngend ist. Da B.(0_) einfach
zusammenhéngend ist, sind 7; und 7; homotop. Es gilt ndmlich

[l = [yl = [y # ] = b+ ] = i,

Der Weg ¥ : =47 % ... %7, ist eine Schleife auf P—{0_} = C und damit homotop
zum konstanten Weg ¢, . Aukerdem gilt

W= xml=*n... sl ==M*... %% =0

Damit sind auch v und ¢y, homotop zueinander. O]



3 Uberlagerungen

Im letzten Kapitel haben wir gelernt, was die Fundamentalgruppe eines topolo-
gischen Raumes ist. Um diese Gruppe nur mithilfe der Definition zu bestimmen,
miissten wir alle Schleifen auf dem Raum betrachten und zu je zwei Schleifen auf
dem Raum priifen, ob wir eine Homotopie zwischen ihnen finden konnen. Das
ist in den meisten Féllen nur sehr schwer umsetzbar. Wir wollen im Folgenden
die Fundamentalgruppe von Riemannschen Fliachen bestimmen. Hier stehen uns
Uberlagerungen von Riemannschen Flichen als Hilfsmittel zur Bestimmung der
Fundamentalgruppe zur Verfiigung. Dieser Abschnitt und seine Notationen sind
sehr stark an das Kapitel 3.1 der Quelle [5] angelehnt.

Wir werden im Folgenden die Definition einer Riemannschen Fléche nicht wie-
derholen, halten uns aber an die Notation (U, ¢) einer Karte auf einer Riemann-
schen Flache X. Hierbeiist U C X eine offene Teilmenge der Riemannschen Fléche
und ¢ : U — V eine homéomorphe Abbildung auf eine offene Teilmenge V' von
C. Die exakte Definition einer Riemannschen Fliche finden wir zum Beispiel in
Kapitel I.1 des Buches [3].

3.1 Einfithrung Uberlagerungen

Auch wenn Uberlagerungen aus Forschungen in der Funktionentheorie entstan-
den sind und in verschiedenen Bereichen der Mathematik Anwendung finden, so
sind sie doch ein rein topologisches Konzept. Sie kénnen daher auf topologischen
Réumen definiert werden, wie es auch in [3] umgesetzt wird. Wir werden uns in
dieser Arbeit mit Uberlagerungen von Riemannschen Flichen auseinandersetzen.
Dies hat den Vorteil, dass wir die Ergebnisse dieses Kapitels sofort auf holomorphe
Abbildungen anwenden kénnen.

Wie in der Einfiihrung bereits beschrieben, sind Uberlagerungen strukturerhal-
tende Abbildungen, die dhnlich aussehende Teilstiicke eines Raumes iibereinander
legen oder auch iiberlagern. Bildlich kann man sich eine Uberlagerung zum Bei-
spiel als das Zusammenrollen eines unendlich langen Mafsbandes vorstellen. Jedes
Zentimeterstiick wird iiber die anderen gelegt und man erhélt eine Rohre.

Wir haben bereits in der Vorlesung zur Funktionentheorie Beispiele fiir Uber-
lagerungen gesehen: Die Exponentialfunktion exp : C — C*, die Quadratur der
punktierten Ebene ()? : C* — C* und auch die Projektion 7 : C — C /A auf einen
Torus sind lokal biholomorph, aber nicht global. Dieses Phéanomen koénnen wir
durch den Begriff Uberlagerung formalisieren.

Definition 3.1 (verzweigte und unverzweigte I"Jberlagerungen). Eine sur-
jektive, holomorphe Abbildung f : X — Y zwischen zwei Riemannschen Flachen
heikt Uberlagerung, wenn fiir alle Punkte y € Y und alle Elemente aus der Fa-
ser f~Hy) = {w; | i € I} Kartenumgebungen (V,h) von y und (U;, g;) von x;
existieren, sodass das Urbild von V'

vy =Ju

il
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die disjunkte Vereinigung der U; mit f(U;) = V ist. Aukerdem muss die Abbildung
f in den Karten die Darstellung

hofog':gU)— hV) (3.1)
z > 2"

mit einem n; € N haben. Wenn zu jedem Punkt y € Y und jedem Urbildpunkt ;
aus der Faser der Exponent n; = 1 mdoglich ist, so heilt f unverzweigte Uberlage-
rung. Andernfalls nennen wir die Abbildung verzweigte Uberlagerung.

Es sei noch angemerkt, dass die Indexmenge I aus der Definition der Uberlage-
rung im Allgemeinen nicht endlich sein muss. Die folgenden Darstellungen zeigen,
wie wir uns verzweigte und unverzweigte Uberlagerungen vorstellen kénnen.

Abbildung 3: z — 2! Abbildung 4: z > 22

Abbildung 5: Unverzweigte Uberlagerung Abbildung 6: Verzweigte Uberlagerung

Unverzweigte Uberlagerungen f : X — Y sind lokal biholomorph, da wir fiir
ein beliebiges © € X Karten (U, g) um x und (V,h) um y finden kénnen, sodass
ho fog ' =id gilt (vgl. mit n; = 1).

Auf den topologischen Ridumen gibt es ein Analogon der unverzweigten Uber-
lagerung. Dabei wird eine unverzweigte Uberlagerung auf topologischen Riumen
in den meisten Publikationen einfach Uberlagerung genannt. Dies kann schnell zu
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Verwirrung fiithren, sobald man den Begriff auf die Riemannschen Fléchen iiber-
triigt. Zur Definition der unverzweigten Uberlagerungen auf topologischen Riu-
men konnen wir auf [3], Kapitel IIL.5 verweisen. Die verzweigten Uberlagerungen
kénnen hingegen nur auf Riemannschen Fléchen definiert werden.

Da wir sowohl unverzweigte als auch verzweigte Uberlagerungen betrachten,
fillt ein groferes Spektrum von Abbildungen unter den Begriff Uberlagerung. So
sind zum Beispiel alle nicht-konstanten, holomorphen Abbildungen zwischen zwei
kompakten Riemannschen Flichen Uberlagerungen, wie wir in Korollar zeigen
werden.

Das n; aus der Definition der Uberlagerung muss nicht eindeutig sein.
Um die verzweigten und unverzweigten Uberlagerungen besser unterscheiden zu
kénnen, ist es uns aber moglich das n; zu einem x; € X eindeutig zu machen,
indem wir nur die Karten g; betrachten, die x; auf 0 schicken.

Proposition 3.2. Sei f : X — Y eine surjektive, holomorphe Abbildung zwischen
zwei Riemannschen Flichen und zwei Punkte y € Y und z; € f~'(y) beliebig.
Auferdem seien (U;, g;) und (V, h) zwei Karten mit U; 3 z;, V 3 y und f(U;) =V,
fur die

hofog '(z)= 2"
gilt. Seien dariber hinaus ((71,@) und (17,%) zwei weitere Karten mit U; > w;,
V 3y und f(U;) =V, sodass

Fofog!(z) =

erfillt ist. Es gilt auferdem g;(z;) = 0 und g;(x;) = 0. Dann stimmen n; und n;
liberein.

Bewers. Wir wissen, dass die Gleichheit

(hoh™)o()o(giog )= (hoh™Yohofog 'o(Gog )
=hofog =("

gilt. Auf einer kleinen punktierten Kreisscheibe B.(0) — {0} ist die Anzahl der
Urbilder dieser Abbildung konstant. Da aber die beiden Verkniipfungen h o h!
und g;og; ! biholomorph sind, miissen die Exponenten n; und 7; iibereinstimmen,
um die gleiche Anzahl der Urbildpunkte zu gewéhrleisten. O]

3.2 Beispiele

Nachdem wir soeben gelernt haben, was eine Uberlagerung ist, konnen wir priifen,
ob die am Anfang des letzten Unterkapitels genannten Beispiele wirklich Uberla-
gerungen sind.

Zuniachst betrachten wir die Exponentialfunktion exp : C — C*. Zur bes-
seren Unterscheidung definieren wir den Definitionsbereich als X : = C und den
Wertebereich als Y : = C*. Sei y : = €7 ein beliebiges Element aus dem Wertebe-
reich Y und sei aukerdem z®) : = ¥ + 27ik mit k € Z ein beliebiges Element aus
der Faser exp~!(y).
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Wir geben einen Atlas von X an, indem wir zu jedem Wert x € X aus dem De-
finitionsbereich eine geeignete Karte (U,, ¢, ) zur Hand nehmen, wobei die Menge
U, als

Uy, :=R+i(Im(z) —m, Im(z) + )

definiert ist und die Abbildung

der Einschrankung der Exponentialfunktion entspricht.

Pr = €XP

Abbildung 7: Die Exponentialfunktion auf einem Teilgebiet von C

Wir brauchen noch einen Atlas von Y. Dazu wéahlen wir als einzige Karte die
Identitédt (Y,id). Die Abbildung exp in den Karten kann durch

exp

U,k Vi
@, (k) id
Vi Vz

verdeutlicht werden. Hierbei sind die Abbildungen von oben nach unten die Kar-

tenabbildungen und die Abbildung von links nach rechts ist die zu untersuchende

Abbildung. Wir werden diese Notation fiir die restlichen Beispiele beibehalten.
Die Verkniipfung id o expogz);(}c) entspricht der Identitdt. Also ist die Expo-

nentialfunktion eine unverzweigte Uberlagerung, da die Identitéit der Abbildung
(2 + 2') entspricht.

Unser néchstes Beispiel ist die Quadratur ()2 : X := C* — Y : = C* der
punktierten Ebene. Wir wihlen zunéchst einen Atlas der Wertemenge, bestehend
aus der Uberdeckung X = U?:l U; mit den offenen Mengen

Uy :={z€C|Im(z) >0}
Uy:={2€C|Im(z) <0}
Us:={z € C|Re(z) >0}
Uy:={z € C|Re(z) <0}
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und den Karten
iUy — V= %’(Uz‘)
T —> 12

Hierbei sind V; = Vo, = C* —R* und V3 = V; = C* — R~ die Bildmengen der
Kartenabbildungen ¢;.

o1 = ()

N NN
SNNSSNNNNNNNNNNNY
SINNINNNNNNNNNNNY
SYNNINNNNNNNNNNNY

NN NN N
SNN \< NN

N NN

NN NN

NN NNN

R Y

NNNNNNNNNNRRNRRNN
N Y

Abbildung 8: Die Quadratur auf Uy

Wenn wir nun ein beliebiges Element y = 2% aus dem Wertebereich Y betrach-
ten, dann besteht das Urbild aus den Elementen z und —z. An dem Diagramm

2
U 0 v,
Pi id
Vi Vi

kann man leicht erkennen, dass die Verkniipfung id o ()2 o ;' der Identitiit ent-
spricht, da ¢! eine lokal inverse Abbildung zu ()? ist. Die Quadratur ()? auf C*
ist also eine unverzweigte Uberlagerung. Wenn wir den Punkt 0 dazu nehmen und
die Quadratur ()? : C — C auf ganz C betrachten, so erhalten wir eine verzweigte
Uberlagerung. Dies sehen wir leicht, indem wir zu dem Punkt 0 die Karte (C,id)
wahlen.

Analog kénnen wir natiirlich weitere sehr trivialen Beispiele

C—C
z— 2"

mit n € N betrachten. Hier ergeben sich im Punkt 0 beliebig stark verzweigte
Uberlagerungen. Sobald wir den Punkt 0 entfernen und die Abbildung auf der
punktierten Ebene betrachten, erhalten wir eine unverzweigte Uberlagerung.

Als letztes Beispiel betrachten wir die Projektion

7:C— C/p
2 [x] =24+ A
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auf einen Torus. Sei dazu A = wy Z+ws Z das gegebene Gitter. Zunédchst wihlen
wir eine Umgebung

MO::{t1w1+t2w2 —%<t<%}

um den Punkt 0 und verschieben diese dann zu eine Umgebung

Mz L= MO + y4
um einen beliebigen Punkt z € C. Zusammen mit der Abbildung
@Y, - Mz — MO
T —2

erhalten wir eine Karte (M., ¢,) zu z € C.

M.

Pz

Abbildung 9: Die Verschiebung auf den Ursprung

Auf diese Weise konnen wir einen Atlas (M., ¢.).ec der Definitionsmenge C
konstruieren. Betrachten wir die Urbilder

Tl 2) =2+ A
(M) = | M.+ A
AEA

von z und M., so féllt auf, dass die soeben konstruierte Abbildung schon einige
Kriterien der Uberlagerungsdefinition erfiillt. Nun definieren wir Karten

n,: [M,] =M, + A — M,

mit 7,([z]) : = x — X\ — 2, falls x ein Element aus M, + A mit A € A ist und
betrachten das folgende Diagramm.

Mz = [Mz]

My Mo

Wir sehen, dass die Verkniipfung 7, o 7 o ¢! der Identitit entspricht. Die Uber-
lagerung 7 ist also unverzweigt.
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3.3 Eigenschaften von Uberlagerungen

Wir haben bereits gesehen, dass die Quadratur ()? eine unverzweigte Uberlage-
rung auf der punktierten Ebene C* und eine verzweigte Uberlagerung auf C ist.
Der Punkt 0 scheint also in diesem Fall fiir die Art der Uberlagerung ausschlag-
gebend zu sein. Die Punkte, an denen die Verzweigung ,stattfindet nennen wir
Verzweigungspunkte der Uberlagerung.

Definition 3.3 (Ordnung, Verzweigungspunkte und Grad). Seien X und
Y Riemannsche Flichen und sei f : X — Y eine Uberlagerung.

(i) Wir definieren die Verzweigungsordnung von f in einem Punkt z € X als
das n; aus der Definition der Uberlagerung, wenn g;(z) = 0 gilt. Die
Verzweigungsordnung werden wir im Folgenden mit ord,(f) bezeichnen.

(ii) Alle Stellen x € X, an denen dieﬂVerzweigungsordnung echt grofer als 1 ist,
heifsen Verzweigungspunkte der Uberlagerungsabbildung.

(iii) Die Gradfunktion

deg(f, ):Y — NU{oo}
Y — Z ord,(f)

zef~1(y)

ordnet jedem Element aus Y den entsprechenden Grad beziiglich der Uber-
lagerung f zu.

Im letzten Unterkapitel haben wir schon einige Uberlagerungen kennengelernt.
Nun werden wir zeigen, dass fast alle holomorphen Abbildungen, die in der Funk-
tionentheorie Verwendung finden Uberlagerungen sind. Dazu fithren wir zunschst
die Begriffe endlich und eigentlich ein.

Definition 3.4 (endliche und eigentliche Abbildungen). Es seien X und Y
Riemannsche Flachen. Sei aufferdem f : X — Y eine holomorphe Abbildung.

(i) Die Abbildung f heift eigentlich, falls das Urbild jedes Kompaktums in YV
auch kompakt in X ist.

(ii) Die Abbildung f heifit endlich, falls sie eigentlich ist und die Faser f~1(y)
iiber jedem Punkt y € Y endlich ist.

Betrachten wir die Beispiele aus Kapitel [3.2] so féllt auf, dass die Exponenti-
alfunktion und die Projektion auf den Torus weder endlich noch eigentlich sind.
Hingegen sind die Quadratur und die anderen trivialen Beispiele allesamt sowohl
endlich als auch eigentlich. Es scheint also kaum Abbildungen zu geben, die ei-
gentlich, aber nicht endlich sind. Im dem folgenden Satz sehen wir, dass die beiden
Begriffe sehr dhnlich sind und auferdem im Zusammenhang mit Uberlagerungen
stehen.
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Satz 3.5. Seien X undY zwei zusammenhdngende, nicht-leere Riemannsche Fld-
chen und f : X =Y eine holomorphe Abbildung zwischen ihnen.

(a) Die Abbildung f ist endlich dann und nur dann, wenn sie eigentlich und
nicht-konstant ist.

(b) Wenn die Abbildung f endlich ist, dann ist sie eine Uberlagerung.

(c) Sei f eine Uberlagerung. Wenn die Faser in einem Punkty € Y beziiglich f
endlich ist, so ist die Abbildung f endlich.

Beweis. Wir zeigen als erstes die Aussage (a).

,=: Wenn die Abbildung f endlich ist, so ist sie nach Definition insbeson-
dere auch eigentlich. Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Abbildung nicht
konstant sein kann.

Angenommen f ist konstant, dann wird ganz X auf einen Punkt y abgebildet.

Das Urbild f~!(y) = X ist nicht endlich, da jede Riemannsche Fliche unendlich
viele Punkte enthélt. Dies folgt sofort, da sie lokal homéomorph zu einer offenen
Umgebung von C ist. Damit kann f nicht endlich sein.
»,<": Die Abbildung f sei eigentlich und nicht-konstant. Im Folgenden zeigen wir,
dass sie dann auch endlich ist. Sei y € Y beliebig. Wir wollen zunéchst zeigen,
dass zu jedem Punkt z € f~'(y) aus der Faser eine offene Umgebung U > =z
existiert, die keinen weiteren Punkt aus der Faser enthélt. Den Beweis fithren wir
indirekt. Dazu nehmen wir an, dass ein x € f~!(y) existiert, sodass es fiir alle
offenen Umgebungen U von z ein ¥ € f~(y) — {x} mit 7 € U gibt.

Wir wihlen eine Karte (U’, ¢) um x und stellen fest, dass die Menge ¢(f~'(y))
einen Haufungspunkt ¢(z) in ¢(U’) C C hat. Wir kénnen nédmlich zu jeder offenen
Umgebung W von ¢(z) das Urbild ¢! (W) unter ¢ betrachten. Da ¢ eine stetige
Abbildung ist, ist ¢~ !(WW) offen. Laut unserer Annahme finden wir dann aber
einen weiteren Punkt ¥ aus der Faser f~!(y), welcher auch in o~ !(W) liegt. Der
Bildpunkt ¢(Z) liegt dann wieder in ¢(U’) und ist ungleich ¢(x).

Wir wihlen eine beliebige Karte (V’;1) um y. Die Abbildung

Yo foplipU Nf (V) —C

ist auf (o(f~'(y) NU’)) konstant. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen,
dass U’ N f~1(V') eine zusammenhingende, offene Menge ist und den Identi-
tatssatz (z.B. [0], Korollar 3.57) anwenden. Aus dem Satz folgt, dass die Ab-
bildung v o f o ¢! konstant auf o(U’ N f~1(V’)) ist. Damit ist aber auch die
Abbildung f konstant auf U, da ¢ und v bijektiv sind. Wir zeigen, dass die
Menge M := {z € X | f ist lokal konstant in z} C X offen und abgeschlossen
ist. Sei m € M beliebig, dann kénnen wir beliebige Karten (U,,, ¢,,) um m und
(Viam)s Ygmy) um f(m) wahlen und wieder den Identitétssatz anwenden. Dann ist
[ auf ganz U,, NV} 2 m lokal konstant. Damit haben wir gezeigt, dass M offen
ist. Analog kénnen wir zu m € M€ aus dem Komplement von M eine Umgebung
finden, die keinen lokal konstanten Punkt enthélt, da sonst nach dem Identitéts-
satz die Abbildung f auch lokal kompakt auf einer Umgebung von m wére. Somit
haben wir auch gezeigt, dass das Komplement M€ von M offen ist. Da M offen,
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abgeschlossen und nicht-leer ist und X zusammenhéngend ist, miissen X und M
tibereinstimmen. Die Abbildung f ist also konstant. Dies steht im Widerspruch
zur Aussage unseres Satzes.

Da wir nun gezeigt haben, dass zu jedem Punkt x aus der Faser f~!(y) eine
offene Umgebung U > x existiert, die keinen weiteren Punkt aus der Faser enthélt,
kénnen wir eine offene Uberdeckung Uic; Ui 2 f'(y) wahlen, sodass die einzelnen
U; jeweils nur einen Punkt aus der Faser f~!(y) enthalten. Wie wir wissen, sind
Einpunktmengen, also explizit auch die Menge {y}, kompakt. Da die Abbildung f
eigentlich ist, ist auch das Urbild f~!(y) kompakt. Wir erhalten also eine endliche
Teiliiberdeckung J;_, U; 2 f~Xy). Wie wir sehen, besteht die Menge f~!(y)
aus hochstens n verschiedenen Elementen, da die einzelnen offenen Mengen der
Teiliiberdeckung je nur einen Punkt aus f~'(y) enthalten. Damit ist die Faser
f~Y(y) endlich. Da wir dies fiir ein beliebiges y € Y gezeigt haben, ist auch die
Abbildung f endlich. O (a)

Als néchstes zeigen wir die Aussage (b). Sei f eine endliche Abbildung und sei
y € Y beliebig. Zunéchst untersuchen wir, ob die Abbildung f surjektiv ist, indem
wir nachpriifen ob f(X) abgeschlossen und offen ist.

Wir zeigen die Abgeschlossenheit von f(X) indirekt, indem wir annehmen,
dass f(X) nicht abgeschlossen ist. Wir finden also ein v € Y — f(X) mit der
Eigenschaft, dass in jeder offenen Umgebungen von v ein Element aus dem Bild
von f existiert. Wir wéhlen eine Karte (V, ) mit v € V' C Y und ¢(v) = 0.
Wir finden dann ein ng € N, sodass fiir alle n € N mit n > ng die Kreisscheibe
B1(0) in (V) liegt. Da die Urbildmengen gp‘l(B% (0)) offene Umgebungen von v
sind, kénnen wir eine Folge (v,)n>no+1 C f(X) mit v, € ¢*1(B% (0)) wéhlen. Das

Urbild

der kompakten Kreisscheibe enthilt die Folgenglieder (vy,)n>n,+1 und ist wieder
ein Kompaktum, da ¢! eine stetige Abbildung ist. Da f endlich ist, liegen in
der Faser iiber jedem Folgenglied v, nur endlich viele Elemente z3", j& J,. Wir
erhalten eine Folge (77")jcs, nen € X. Die Abbildung f ist nach Definition
auch eigentlich. Das bedeutet, dass die Folge (xg”)je JumeN N dem Kompaktum
f7YK) enthalten ist. Es gibt also einen Hiufungspunkt der Folge und wir kénnen
eine konvergente Teilfolge (x;:’“)keN mit x;):" — x fiir K — oo auswéhlen. Da f
eine stetige Abbildung ist, ist sie insbesondere folgenstetig und es gilt

Fla)™) = v, 2% f(z) =0 € f(X),

was im Widerspruch zu v € Y — f(X) steht. Also ist f(X) abgeschlossen.

Wir miissen noch zeigen, dass f(X) offen ist. Dazu wihlen wir einen Atlas
(Ui, ¢i)ier von X und einen Atlas (V}, ;) jes von Y. Wir wissen, dass ;0 fop; !,
wie bereits in (a) gezeigt, eine nicht-konstante, holomorphe Abbildung und wj_l
ein Homéomorphismus ist. Auferdem ist ¢;(U; N f~1(V})) offen. Daher ist

FU) = Ju; othyo fop ow(Uin f71(V)))

=
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eine offene Menge. Weiterhin ist

=Jrw

el

eine Vereinigung von offenen Mengen, also selbst offen. Somit haben wir gezeigt,
dass f surjektiv ist.

Da die Abbildung f endlich ist, konnen wir zu jedem beliebigen y € Y die
Urbildmenge schreiben als f~1(y) = {z1,..., 24} mit d € N. Wir withlen Karten
(V,h) um y und (U;, g;) um z;. Wir kénnen dabei ohne Einschréinkung annehmen,
dass f(U;) in V enthalten ist. Andernfalls schneiden wir U; mit f~(V') und wihlen
il 1 V)N als neue Kartenabbildung. Wir kénnen aufserdem annehmen, dass die
einzelnen U; paarweise disjunkt sind. Falls dies nicht der Fall ist, konnen wir offene
Umgebungen U? von x; mit i = 1,...,d finden, die paarweise disjunkt sind, da die
Riemannsche Fliche X ein Hausdorffraum ist. Wir kénnen die Mengen U; mit U*
schneiden und erhalten neue Karten (U; NU", gy, i) um ;.

Nun wird es etwas technisch, da wir die Karten so verdndern moéchten, dass wir
eine Abbildung wie in der Formel erhalten. Sei dazu i € {1,...,d} beliebig.
Wir konnen ohne Einschrénkung annehmen, dass fiir die Karten (U;, g;) um z;
und (V,h) um y

gi(x;)) =0 und h(y)=0

gilt. Die Abbildung ho f o g; ! ist holomorph auf U; und wir kénnen eine Potenz-
reihenentwicklung

hofog ! sz]

J=n;

mit b,, # 0 auf einer geeigneten Umgebung von 0 angeben. Da die Abbildung
ho fog; ! im Punkt 0 eine n-fache Nullstelle hat, kénnen wir eine n-te Wurzel ¢
der Abbildung ziehen. Dies ist aus der Funktionentheorie bekannt (|I], Satz 12.33).
Wir kénnen auch eine Potenzreihenentwicklung

o0
z) =z g a2
1=0

auf einer geniigend kleinen Umgebung von 0 fiir ¢ angeben. Es gilt

hof szﬂ ”1—( chz>

Jj=ni

und durch einen Koeffizientenvergleich wird klar, dass ¢y eine n;-te Wurzel von
b,, # 0 sein muss. Die erste Ableitung von ¢ ausgewertet an der 0

90/(2)|z:0 =co#0
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verschwindet nicht. Daher konnen wir ein lokales Inverses von ¢ auf ¢(U;) mit
einer Teilmenge U; C U; angeben (6], Satz 2.26). Nun wihlen wir g; : = ¢ o g; als
neue Kartenabbildung. Es gilt

hofogi '(z)=(hofogtop™)(z)
= (90_0 e ()™

—_= an

auf der Menge ﬁ(ﬁl) Wir koénnen dieses Verfahren wiederholen und finden zu
jedem i € {1,...,d} Karten (U;,g;) von x; mit U; C U;, sodass

ho fog:t:gi(U) — h(V)
z 2"

mit n;, = ord,,(f) € N gilt. Die Vereinigung (J
von f~!(y). Wir definieren

ic{1,....d} [71 bildet eine Umgebung

d

Vi=Vn[)f(Ui) wd U:=Unf(V)

=1

durch Verkleinern der Mengen V' und ﬁz Nun sind die beiden Eigenschaften
f‘1(17) = Ule U; und f(UZ) =V erfiillt, wobei die U; paarweise disjunkt sind.
Mit den soeben konstruierten Karten (U, gilp,) und (V, h|) erfiillt die Abbildung
f alle Eigenschaften einer Uberlagerung. O (b)

Nun beweisen wir Aussage (c). Sei also f eine Uberlagerung, Y eine zusam-
menhangende Riemannsche Fléche und die Faser von f iiber einem Punkt endlich.
Wir miissen entsprechend der Definition zeigen, dass f eigentlich und f~1(y)
fiir alle y € Y endlich ist.

Wir zeigen zunichst, dass die Faser f~!(y) iiber jedem Punkt y € Y endlich
ist. Sei y € Y beliebig. Sei aukerdem x; € f~!(y) ein beliebiges Element aus der
Faser. Wir wissen bereits, dass die Abbildung f eine Uberlagerung ist und sich
somit lokal als

o fou = (z 1 2)

darstellen lédsst. Auf einer geniigend kleinen Kreisscheibe B (0) hat jeder Punkt in
B.(0) —{0} genau n; Urbilder beziiglich der Abbildung ¢ o f o' Diese Urbild-
punkte haben alle eine Verzweigungsordnung von Grad 1. Der Punkt 0 hat nur
einen Punkt im Urbild mit Verzweigungsordnung n;. Damit ist die Verzweigungs-
ordnung ord( (f) lokal konstant in x;. Da der Grad deg(f, _) von f die Sum-
me der Verzweigungsordnungen der Urbilder ist, ist auch dieser lokal konstant.
Die Riemannsche Fléche Y ist zusammenhéngend. Daher muss die Gradfunktion
deg(f, ) auch global konstant sein. Wir wissen bereits, dass die Urbildmenge in
einem Punkt endlich ist. Damit ist auch der Grad in diesem Punkt endlich. Da
aufserdem die Anzahl der Urbildpunkte in der Faser immer kleiner oder gleich dem
Grad ist, muss die Urbildmenge in jedem Punkt endlich sein.

20



Wir miissen noch zeigen, dass die Abbildung f eigentlich ist. Sei dazu K C Y
eine beliebige kompakte Teilmenge. Zu jedem y € Y wihlen wir Kartenum-
gebungen (V(y),h(y)) und (ij(y), gj7(y)) wie in der Definition der Uberlage-
rung. Indem wir ein geniigend kleines € wéhlen, finden wir eine offene Umgebung
Viy = h(’yﬁ (B-(h(y(y))) von y, sodass der Abschluss % in V() enthalten ist. Die
Umgebungen V(’y) mit y € Y iiberdecken Y und damit auch das Kompaktum K.
Da K kompakt ist, finden wir endlich viele yq,...,y, € Y, sodass K in der Ver-
einigung endlich vieler offener Mengen J;_, V(’y ) enthalten ist. Wir wollen zeigen,
dass

e U (7))

kompakt ist. Dazu reicht es die Kompaktheit der einzelnen f~! <V('y l_)) und die

Abgeschlossenheit von f~1(K) nachzupriifen. Da

f_l (V(yi)) = U Uj(y:)
J

eine endliche disjunkte Vereinigung ist, reicht es, zu zeigen, dass die Einschrankung

f \U,( = Uj i) — Vi) eigentlich ist. Wir konnen stattdessen auch zeigen, dass
71,\Y;

n:=hyyofogint 9w Uiwn) — hwy V)
z— 2"

eigentlich ist, da die Abbildungen h(,) und g; ,) Homdomorphismen sind. Ei-
ne kompakte Teilmenge von C ist beschrinkt und daher ist auch das Urbild
n'(B,(0)) € B(0) beschrénkt. Da 7 aukerdem stetig ist, ist das Urbild einer
abgeschlossenen Menge wieder abgeschlossen. Die Abbildung 7 ist also eigentlich.

Wir miissen nur noch zeigen, dass f~1(K) abgeschlossen ist. Da die Riemann-
sche Fliche Y insbesondere ein Hausdorffraum ist, wissen wir, dass jede kompakte
Menge in Y abgeschlossen ist. Da die Abbildung f stetig ist, muss auch das Urbild
/7Y K) abgeschlossen sein. O (c)

Damit haben wir den Satz bewiesen. O

Wie bereits erwahnt sind sehr viele, in der Funktionentheorie gebriuchliche,
holomorphe Abbildungen Uberlagerungen.

Korollar 3.6. Jede nicht-konstante, holomorphe Abbildung f : X — Y zwischen
zwei nicht-leeren, zusammenhdngenden, kompakten Riemannschen Flichen ist ei-
ne Uberlagerung.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass f eigentlich ist. Sei K C Y ein Kompaktum,
dann ist K insbesondere eine abgeschlossene Menge. Das Urbild einer abgeschlos-
senen Menge unter einer stetigen Abbildung ist abgeschlossen, also ist f~*(K)
abgeschlossen. Da X ein kompakter Raum ist, ist auch die abgeschlossene Menge
/7Y K) kompakt. Die Abbildung f ist also eigentlich.

Wir argumentieren nun mit Satz [3.5] Wegen (a) ist f endlich. Aufgrund von
(b) ist f damit eine Uberlagerung. O
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4 Hochhebungen und Deckbewegungen

In diesem Kapitel werden wir die Begriffe Wege und Uberlagerungen in Verbindung
setzen und dadurch eine Beziehung zur Fundamentalgruppe herstellen.

Wir orientieren uns groftenteils am Kapitel I11.5 der Quelle 3] von Freitag
und am Kapitel 3.3 aus dem Skript [5] von Moéller. In [3] wurden die Konzepte der
Hochhebungen und Deckbewegungen auf rein topologischen Réumen konstruiert
und erst danach auf die Riemannschen Fliachen iibertragen. Wir werden diesen
Zwischenschritt jedoch umgehen und bei beiden Begriffen direkten Bezug zu den
Riemannschen Fldchen nehmen. Am Ende fithren wir die beiden Konzepte zu-
sammen und kénnen eine universelle Uberlagerung zu jeder zusammenhéngenden
Riemannschen Flache finden. Mit dieser lasst sich die Fundamentalgruppe der
Riemannschen Flache exakt bestimmen.

4.1 Hochhebungen

Wir wissen bereits, dass unverzweigte Uberlagerungen f : X — Y lokal biholo-
morph sind. Wenn wir nun eine stetige Abbildung g : Z — Y haben, so kénnen
wir lokal auf 7" C Z, durch Komposition mit einer lokalen Inversen von f, eine
stetige Abbildung h : Z/ — X konstruieren. Es gilt dann f o h = f auf Z’. Wir
werden zeigen, dass wir auch global eine stetige Abbildung A : Z — X konstru-
ieren konnen mit der Eigenschaft f o h = g auf ganz Z, wenn die Riemannsche
Flache Z einfach zusammenhéngend ist.

Definition 4.1 (Hochhebung). Sei f : X — Y eine unverzweigte Uberlagerung
und sei g : Z — Y eine stetige Abbildung. Wir nennen eine stetige Abbildung
h:Z — X eine Hochhebung, falls sie f o h = g erfiillt.

Freitag weist in [3] darauf hin, dass eine Hochhebung oft auch Liftung genannt
wird. Dies sollte im Hinblick auf verschiedene Literatur beriicksichtigt werden.
Als erstes betrachten wir die einfachste Art des Hochhebens.

Lemma 4.2 (Hochheben von Wegen). Sei f : X — Y eine unverzweigte
Uberlagerung und 1 : [0,1] — Y ein Weg in Y. Sei auferdem z € f~'(1(0))
ein beliebiges Element aus der Faser des Startpunktes. Es existiert genau ein Weg
v [0,1] = X in X mit Startpunkt v(0) = x, sodass das Diagramm

kommutiert.

Beweis. Zunichst zeigen wir die Existenz eines Weges v wie oben. Wir iiberdecken
dazu das Bild Im(n) C (J,c; Vi, wobei wir fiir die V; fordern, dass wie in der
Definition der Uberlagerung die Eigenschaft

v =4u;

jeT
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gewahrt ist. Nun wéhlen wir geméf Proposition [2.13] eine Zerlegung
O=sp<s1 < -~ <8, =1,

sodass 7([sg—1,sk|) in V;, fiir alle £ € {1,...,n} enthalten ist.

Wir zeigen die Existenz einer Hochhebung auf [0, sx] durch Induktion nach k.
Dazu betrachten wir zunéchst den Fall £ = 1. Das Bild von [0, s;] unter 7 ist ganz
in V;, enthalten. Wir wéhlen die entsprechende Umgebung U ;1, die den Punkt x
enthélt. Die Abbildung f |U;1 : Ujl — V] ist bijektiv, also kdnnen wir den ersten

Teil des Weges ~ definieren, indem wir

100 = (fly ) )

fiir alle ¢ € [0, s1] setzen. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass wir v auf
[0, s_1] bereits konstruiert haben. Analog wie oben finden wir eine Komponente
Ut von f~1(Vj,), sodass 7y(sg_1) in U* liegt. Wir erhalten wieder eine bijektive
Abbildung f

: U;’“ — V;, und konnen den Weg ~ auf [sj_1, si] durch

(1
fortsetzen.

Da das Intervall in endlich viele Stiicke zerteilt wurde, bricht das Verfahren ab
und wir erhalten die gesuchte Funktion 7 auf ganz [0, 1]. Der Weg ist stetig, da er
sich lokal wie in beschreiben lasst. Hierbei ist die eingeschréinkte Abbildung
f Ui homoéomorph und 7 stetig. Analog wie in Lemma kénnen wir zeigen, dass

der stiickweise konstruierte Weg auch an den Ubergangsstellen stetig ist.

Im Folgenden wollen wir noch zeigen, dass ~y die einzige Hochhebung des Weges
7 mit dem Startpunkt x ist. Wir orientieren uns dabei am Beweis von Propositi-
on 3.16 der Quelle [5]. Angenommen es existiert noch eine zweite Hochhebung =
des Weges 1 mit 7(0) = z. Dann betrachten wir die Menge

M:={me[0,1] | 7(s) =7(s)} € [0,1].

ik
Uj

-1
pi) ©m (4.1)

Wir zeigen, dass M offen ist, indem wir zu jedem my € M eine Umgebung U,,,
finden, sodass (s) = J(s) fir alle m € Uy, gilt. Dazu nehmen wir die Umge-
bung U um den Punkt ~(mg) aus der Definition der Uberlagerung zur Hil-
fe. Die Einschrankung der Abbildung f|,, ist biholomorph. Daher miissen bei-
de Hochhebungen auf n~(f(U)) mit (f|,)"" o n iibereinstimmen. Die Menge
Uy :=n"Yo f(U) 3 myg ist also in M enthalten. Wir kénnen auRerdem zeigen,
dass M abgeschlossen ist. Sei dazu my € [0,1] — M beliebig. Da X ein Haus-
dorffraum ist, kénnen wir disjunkte Umgebungen U von ~y(m;) und U von Y(my)
finden. Die Menge B
VHUYNFHD) € [0,1] - M

ist offen und enthélt den Punkt m;. Wir wissen nun, dass [0,1] — M offen und
M abgeschlossen ist. Damit ist die Menge M offen, abgeschlossen und nicht-leer,
weil v(0) = 7(0) gilt. Da [0, 1] zusammenhéngend ist, muss M = [0, 1] sein. Die
Hochhebung ist also eindeutig. O
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Da wir nun die Hochhebungen eines Weges finden kénnen, stellt sich die Frage,
ob wir durch leichtes ,Wackeln“ an diesem Weg auch nur leicht an seinen Hochhe-
bungen ,wackeln®.

Lemma 4.3 (Hochheben von Homotopien). Sei f : X — Y eine unver-
zweigte Uberlagerung. Seien auferdem o, 71 : [0,1] = X zwei Wege mit gleichem
Startpunkt. Wenn die Wege ng : = f oy und n := foy inY homotop sind,
dann sind auch vy und v, homotop.

Beweis. Sei k : [0,1] x [0,1] — Y eine Homotopie zwischen 7y und 7;. Entspre-
chend der Definition der Homotopie haben die einzelnen Wege 7, : [0,1] — Y
mit n,(s) : = k(s,t) fiir alle s, € [0, 1] denselben Anfangspunkt f(7,(0)) und
denselben Endpunkt f(70(1)). So wie im Lemma bereits gezeigt, lassen sich
die Wege n; zu v, : [0,1] — X mit Startpunkt -,(0) hochheben. Wir kénnen eine
Homotopie

hi[0,1] % [0,1] — X
(s,1) — h(s,t) : = n(s)

definieren. Diese Abbildung erfiillt die Eigenschaften h(0,t) = v5(0), h(s,0) = yo(s)
und h(s, 1) = y1(s).

Wir miissen zeigen, dass die Abbildung h stetig ist. Dazu {iberdecken wir
n0([0,1]) mit den V7 aus der Definition der Uberlagerung. Da [0, 1] kompakt
ist, reichen endlich viele V7 aus. Sei nun U] die Komponente von f~1(V7), die den
entsprechenden Teil von 7, enthélt. Wir erhalten eine bijektive Abbildung

Flos U} = V7

und definieren 7; als die Inverse dieser Abbildung. Es gilt also f o 7; = idy; und
7;0 f = id,;. Wir kénnen die einzelnen Umkehrabbildungen 7; zu einer Abbildung

d
T: UVj — X
j=1
v— 7;(v), fiirv eV’

zusammensetzen. Es gilt insbesondere f o7 o1ny = 1ny. Wegen der Stetigkeit von k
kénnen wir ein € > 0 finden, sodass k([0,1] x [0,¢)) in V : = U?:l V7 enthalten ist.
Dies werden wir im Folgenden kurz begriinden. Da k£ stetig ist, konnen wir zu allen
Punkten (0,p) auf {0} x [0, 1] eine offene Umgebung finden, deren Bild unter k
vollsténdig in V' liegt. Wir betrachten zunéchst die Menge {0} x [0, 1] als Teilmenge
des R?. Hier kénnen wir eine Umgebungsbasis bestehend aus kleinen Rechtecken
wihlen. Das bedeutet, dass wir eine offene Umgebung U, : = (a,, b,) X (¢,,d,) um
jeden Punkt (0, p) finden kénnen, sodass das Bild k£(U, N [0, 1] x [0, 1]) vollstandig
in V liegt. Da {0} x [0, 1] kompakt ist, reichen endlich viele Umgebungen aus, um
die Menge {0} x[0,1] € U, U,, zu iiberdecken. Wenn wir ¢ als 5 min{b,, | j € J}
wihlen, so liegt k([0,1] x [0,¢)) in V. Die Verkniipfung 7o k : [0,1] x [0,¢) — X
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ist ebenfalls stetig und stimmt auf [0, 1] x [0, €) mit A iiberein. Wir haben also die
Stetigkeit von h auf [0,1] x [0,¢) gezeigt.

Wir wollen zeigen, dass die Abbildung h auf ganz [0, 1] x [0, 1] stetig ist. Sei
dazu ty das Supremum iiber alle ¢, sodass h auf [0, 1] x [0, t) stetig ist. Entsprechend
unserer vorangegangenen Uberlegung muss ¢y > £ > 0 gelten.

Angenommen wir konnen zu allen Stellen (s, tg) mit sy € [0, 1] eine Umgebung
Usoto finden, sodass h stetig auf U, ist. Wenn ¢, = 1 ist, so sind wir bereits
fertig, da dann h stetig ist. Falls aber ¢, < 1 ist, so konnen wir analog wie oben
durchgefiihrt ein e konstruieren, sodass h auf [0, 1] x [0, to+¢) stetig ist. Dies steht
im Widerspruch dazu, dass t; bereits ein Supremum ist.

Wir kénnen also eine Stelle (sg,?p) mit so € [0,1] finden, um die keine Umge-
bung existiert, auf welcher h stetig ist. Wie in der Definition E 1| der Uberlagerun%
wihlen wir nun eine Umgebung V*0:0) von k(s, o) und die Komponente U; blso.t
von f~1(VkGsot0)) die h(sg,to) enthélt. Da k stetig ist, gilt k(Vi, x V;,) C Vk so,to)
fiir geniigend kleine offene Teilmengen Vi, 3 so und V;, 3 ¢y von [0, 1]. Wir ver-
tauschen die Rollen von s und ¢ und heben die Wege u4(t) = k(s,t) fir t € V,,
und s € V,, hoch. Wir betrachten h als die Schar der Hochhebungen. Die Hoch-
hebungen haben eine eindeutige Fortsetzung nach ¢, wie man in Lemma sieht.
Wieder wie oben wéhlen wir ein 7y, ). Da auch 7y, ) © & auf Vi x V;, eine
Hochhebung all dieser Abbildungen ist, muss h mit 7, © & ibereinstimmen.
Wir wissen aufierdem, dass 7j(s,¢,) © k auf Vi, X Vi, stetig ist, also ist auch h auf
Vi, X V4, stetig. Dies steht im Widerspruch dazu, dass wir keine Umgebung um
(s0,t0) finden kénnen, auf welcher h stetig ist.

Wir haben gezeigt, dass h eine stetige Abbildung ist. Damit ist A(1, ) ein Weg
mit Startpunkt o(1), also eine Hochhebung des Weges k(1, ) = f(7o(1)). Dieser
Weg ist entsprechend Lemmal[l.2]eindeutig. Das bedeutet, dass auch h(1,t) = vo(1)
fir alle ¢ € [0, 1] gilt. O

Wir kénnen nun Wege und Homotopien hochheben. Im néchsten Schritt wollen
wir beliebige stetige Abbildungen hochheben.

Proposition 4.4 (Hochheben von stetigen Abbildungen). Es seien im Fol-
genden eine unverzweigte Uberlagerung f: X — Y und eine stetige Abbildung
g:Z =Y gegeben, wobei die Punkte f(b) = g(c) fiir zwei Elemente ¢ € Z und
b € X tbereinstimmen. Wenn Z einfach zusammenhdngend ist, dann existiert eine
eindeutige Hochhebung h : Z — X mit h(c) = b, sodass das Diagramm

X (4.2)

kommutiert.

Beweis. Sei zunachst z € Z beliebig. Da Z wegzusammenhéngend ist, kénnen wir
einen Weg «, : [0,1] — Z mit ,(0) = ¢ und «,(1) = z finden, der die Punkte
c und z verbindet. Wir betrachten den Weg g o a, in Y. Sei a, : [0,1] — X
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die eindeutig bestimmte Hochhebung des Weges zum Anfangspunkt b, so wie in
Lemma [£.2] Wir definieren die Abbildung & durch h(z) : = @.(1).

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass die Abbildung A nicht von der Wahl des
verbindenden Weges ., abhéngt. Sei dazu 3, ein zweiter Weg mit (3,(0) = ¢ und
B.(1) = z. Da Z einfach zusammenhéngend ist, sind die beiden Wege a, und 3, in
Z homotop zueinander. Daraus folgt aber, dass auch die Wege goa, = foa, und
gof, = fof, in X homotop zueinander sind. Hierbei sind a, und 3, die eindeutigen
Hochhebungen der Wege g o a, und g o 3, geméf Lemma [4.2] Entsprechend dem
Lemma iiber das Hochheben von Homotopien gilt, dass die beiden Wege o,
und ., homotop zueinander sind. Also stimmen &, (1) und $,(1) iiberein.

Wir miissen nun noch zeigen, dass die konstruierte Abbildung h : Z — X stetig
ist. Dazu nehmen wir einen beliebigen Punkt 2y € Z zur Hand und zeigen die
Stetigkeit der Abbildung in diesem Punkt. Sei U eine beliebige offene Umgebung
um zg : = h(zp). Wir werden zeigen, dass wir eine offene Umgebung W von z,
finden kénnen, sodass h(W) C U gilt. Wir wéhlen eine offene Umgebung V' von
Yo : = g(20) € Y mit

vy =Jus
iel

wie in der Definition der Uberlagerung. Sei U;, die Komponente von f~'(V),
die den Punkt zy enthélt. Dann ist f(U;, NU) C V eine offene Umgebung von yj.
Auferdem ist f |Ui0r1U biholomorph, da f eine unverzweigte Uberlagerung ist. Da
g stetig ist, kdnnen wir eine offene, wegzusammenhéngende Umgebung W von z
finden, sodass g(W) in f(U;, N U) enthalten ist. Wir zeigen nun, dass h(WW) in U
enthalten ist. Dazu sei wy € W ein beliebiger Punkt. Da W wegzusammenhéngend
ist, finden wir einen Weg ~*0"° von zy nach wy in W C Z. Auferdem gibt es einen
Weg a,, von c nach z, in Z, da Z wegzusammenhéangend ist. Das nacheinander
Entlanglaufen o, * 7?0 der beiden Wege ist ein Weg von ¢ nach wy. Der Weg
Oy * ( f
Startpunkt b ist, ist eine Hochhebung des Weges g(a., * 7*"°) mit Startpunkt b.
Wir folgern, dass der Punkt

hawo) = sy % (Flyy oo™t 0 907™)) (1)
=/ Uz‘oﬂUil og(y*™)(1) €Uy, NU
in U enthalten. Da wy € W beliebig war, ist ganz h(WV) in U enthalten. Wir haben
somit gezeigt, dass h stetig ist.

Die Eindeutigkeit konnen wir analog wie im Beweis von Lemma folgern.
Wir betrachten aber den zusammenhéngenden Raum Z anstelle von [0, 1]. [

Ui, v to 9(7207“’0)>, wobei @, die eindeutige Hochhebung von g(a,) mit

Auf den Riemannschen Flachen werden wir nicht nur mit stetigen Abbildungen,
sondern groftenteils mit holomorphen Abbildungen arbeiten. Daher betrachten
wir zum Schluss noch das Hochheben von holomorphen Abbildungen.

Satz 4.5 (Hochheben von holomorphen Abbildungen). Die Voraussetzun-
gen seien wie bei Proposition[{.4 Wenn die Abbildung g holomorph ist, so ist auch
die eindeutige Hochhebung h holomorph.
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Beweis. Da die holomorphe Abbildung g insbesondere eine stetige Abbildung ist,
finden wir nach Proposition eine stetige Hochhebung h.

Wir miissen nur noch zeigen, dass h eine holomorphe Abbildung ist. Dazu sei
zundchst z € Z beliebig. Wir definieren = : = h(z) € X und y : = g(z) € Y.
Da das Diagramm kommutiert, ist auch f(z) = y. Wir wissen, dass f eine
unverzweigte Uberlagerung ist, das heift wir finden Umgebungen U von z und
V' von y, sodass die Einschrankung f|, : U — V biholomorph ist. Wir kénnen
aufierdem eine Umgebung W > z finden, sodass g|;;, nach V abbildet. Nun wissen
wir, dass die Abbildung h auf W mit (f |U)_1 o gy ibereinstimmt. Das heift,
dass die Abbildung h auf W und damit auch in z holomorph sein muss. Da z € Z
aber beliebig war, ist A holomorph. O

Bisher haben wir gelernt, wie wir holomorphe Abbildungen g : Z — Y hoch-
heben konnen, falls der Definitionsbereich Z einfach zusammenhéngend ist. Im
weiteren Verlauf des Kapitels werden Uberlagerungen mit einfach zusammenhén-
gendem Definitionsbereich immer wieder verwendet. Wir wollen den Begriff der
universellen Uberlagerung fiir diese Art von Uberlagerungen an dieser Stelle ein-
fiihren, da er hier zum ersten Mal Verwendung findet.

Definition 4.6 (universelle Uberlagerung). Sei f : X — X eine unverzweigte
Uberlagerung. Wir nennen die Uberlagerung universell, falls X einfach zusammen-
hangend ist.

Universelle Uberlagerungen ¢ : X — X erfiillen die Bedingungen, die in
Satz an die Abbildung gestellt werden. Es ist uns daher moglich zu jeder
unverzweigten Uberlagerung f : Y — X eine holomorphe Hochhebung h: X — Y
von ¢ zu finden.

4.2 Die Deckbewegungsgruppe

Wir wollen im Folgenden das Verhalten von Uberlagerungen weiter untersuchen.
Deckbewegungen sind biholomorphe Abbildungen. Sie permutieren die dhnlich aus-
sehenden Teilgebiete des Raumes, die iibereinander gelegt werden und eignen sich
deshalb zum Studium der Uberlagerungen.

Um zu dem Beispiel aus Kapitel zuriick zu kommen: Wenn wir das Mak-
band um einen Zentimeter nach links oder rechts verschieben, wird beim Zusam-
menrollen jedes Zentimeterstiick an dieselbe Stelle gelegt, an die es auch ohne
die Verschiebung gelegt worden wiére. Diese Verschiebung ist ein Beispiel fiir eine
Deckbewegung.

Wir werden in diesem Kapitel die Deckbewegungsgruppe formal definieren und
weiter untersuchen. Am Ende werden wir zu dem Schluss kommen, dass die Deck-
bewegungsgruppe einer universellen Uberlagerung und die Fundamentalgruppe auf
dem Bildraum isomorph zueinander sind. Dieses Resultat ermdglicht es uns, die
Fundamentalgruppe zu bestimmen.

Definition 4.7 (Deckbewegung). Sei f : Y — X eine Uberlagerung. Eine
biholomorphe Abbildung v : Y — Y mit der Eigenschaft f oy = f nennen wir
eine Deckbewegung.
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Bemerkung 4.8. Die Menge der Deckbewegungen einer Uberlagerung zusammen
mit der allgemein bekannten Verkniipfung von Funktionen o bildet eine Gruppe.
Man nennt sie auch die Deckbewegungsgruppe der Uberlagerung.

Beweis. Die Verkniipfung von Abbildungen ist assoziativ. Diese Eigenschaft wird
an die Gruppenoperation vererbt. Das neutrale Element ist gegeben durch die
Identitiit. Es gilt ¢ oid = ¢ fiir alle Deckbewegungen ¢. Das inverse Element !
einer Deckbewegung v ist wieder eine Deckbewegung, da foy ™! = foyoy™t = f
gilt. Nun miissen wir noch zeigen, dass die Gruppe abgeschlossen beziiglich der
Verkniipfung ist. Seien dazu v und ¢ zwei Deckbewegungen der Uberlagerung f.
Dann gilt fo(yop) = (foy)op = fop = f, also ist yop eine Deckbewegung. [

Es ist zunéchst gar nicht so klar, ob wir zu jeder Uberlagerung Deckbewegungen
finden kénnen. Deshalb fiihren wir den Begriff galois’sch ein und zeichnen damit
Uberlagerungen f : Y — X aus, bei denen wir zu je zwei Punkten a,b € Y mit
demselben Bildpunkt eine Deckbewegung ~ finden konnen, die a auf b schickt.

Definition 4.9 (galois’sch). Sei f : Y — X eine Uberlagerung. Die Uberla-
gerung wird galois’sch genannt, falls zu zwei beliebigen Punkten a,b € Y mit
demselben Bildpunkt f(a) = f(b) eine Deckbewegung v : Y — Y existiert, sodass

v(a) = b gilt.

Korollar 4.10. Alle universellen Uberlagerungen f : Y — X sind galois’sch.
Aufierdem ist die Deckbewegung mit y(a) = b zu zwei beliebigen Punkten a und b
in'Y mit f(a) = f(b) eindeutig.

Beweis. Sei f: Y — X eine universelle Uberlagerung. Seien auferdem zwei Punk-
te @ und b in Y mit der Eigenschaft f(a) = f(b) beliebig. Da Y eine einfach zu-
sammenhéangende Riemannsche Flache ist, konnen wir nach Satz eine eindeutig
bestimmte holomorphe Abbildung v : Y — Y mit den Eigenschaften v(a) = b und
f o~y = f finden. Damit haben wir bereits die Eindeutigkeit der Abbildung ~y
gezeigt.

Wir miissen nur noch zeigen, dass v bijektiv ist. Analog wie oben kénnen wir
eine Abbildung 7 : Y — Y finden mit der Eigenschaft 7(b) = a und f o7y = f.
Es gilt also Yoy(a) = aund foJovy = fo7 = f. Auch die Identitét erfiillt
foid = f und id(a) = a Nach Satz |4.5|ist die Abbildung mit diesen Eigenschaften
aber eindeutig. Das heifst die Abbildungen 7 o v und id stimmen iiberein. Die
Abbildung 7 ist also die inverse Abbildung zu ~ und -~y ist bijektiv. Damit ist ~
eine Deckbewegung. O

Wir wollen im weiteren Verlauf dieses Kapitels einen Quotienten X /T einer
Riemannschen Fliche X und einer Gruppe biholomorpher Selbstabbildungen I'
definieren. Damit dieser Quotient eine Riemannsche Fliache ist, miissen wir einige
Anforderungen an die Gruppe I' stellen. Wir fithren den Begriff der frei operie-
renden Gruppe ein, um diese Eigenschaften zu biindeln. Wie wir sehen werden, ist
die Deckbewegungsgruppe einer universellen Uberlagerung eine frei operierende
Gruppe.
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Definition 4.11 (frei operierende Gruppe). Sei X eine Riemannsche Fldche
und I' eine Gruppe biholomorpher Abbildungen v : X — X. Die Gruppe operiert
frei auf X, falls

(i) die Identitét das einzige Gruppenelement mit einem Fixpunkt ist und falls
auferdem

(ii) zu allen Punkten a,b € X Umgebungen U > a und V' > b in X existieren,
sodass y(U) NV = ( fir alle v € T mit y(a) # b gilt.

Proposition 4.12. Die Deckbewegungsgruppe einer universellen Uberlagerung ope-
riert frei.

Beweis. Sei T' die Deckbewegungsgrupppe einer beliebigen universellen Uberlage-
rung f : X — Y. Wir priifen, ob sie eine frei operierende Gruppe ist. In Korol-
lar haben wir bereits gesehen, dass die Deckbewegung durch das Bild eines
Punktes eindeutig bestimmt ist. Damit kann nur die Identitdt einen Fixpunkt
besitzen.

Wir miissen nur noch zeigen, dass zu allen Punkten a,b € X Umgebungen
U3>aund V 30bin X existieren, sodass der Schnitt v(U) NV fiir alle v € I' mit
v(a) # b leer ist. Seien a,b € X beliebig. Wir betrachten zwei Fille.

Im ersten Fall stimmen f(a) und f(b) nicht iiberein. Wir wéhlen zwei offene
Umgebungen V(f(a)) und V(f(b)) von f(a) und f(b) mit leerem Schnitt. Nun
definieren wir U(a) : = f~4(V(f(a))) und U(b) : = f~H(V(f(b))) als die Urbilder
der Umgebungen. Da f stetig ist, sind U(a) und U(b) aber selbst wieder offene
Umgebungen von a und b. Es gilt v(U(a)) NU(b) = D fiir alle Deckbegungen ~, da
das Bild

in der leeren Menge enthalten ist.
Im zweiten Fall ist f(a) = f(b) =: ¢. Wir wihlen wie in der Definition [3.1] der

Uberlagerung eine offene Umgebung V um ¢, sodass

FHe) ={utier md (V)= |J U,
(¢)

ui€f71 c

gilt. Hierbei ist U,, die offene Umgebung, die den Punkt u; enthilt. Indem wir
hierbei ohne Einschriankung annehmen, dass V' zusammenhéngend ist, sind auch
alle Uy, aus dem Urbild zusammenhéngend. Es gilt y(U,) = Uy fiir alle y € I’
und alle u aus der Faser f~!(c), da U, zusammenhéngend ist. Die Elemente ~y(a)
und b liegen beide in der Faser iiber c fiir alle v € I'. Wenn die beiden Punkte ~(a)
und b fiir ein v € I" ungleich sind, dann miissen auch die Umgebungen U, (,) und
U, ungleich sein. Sie haben damit insbesondere einen leeren Schnitt. Die gesuchten
Umgebungen sind also U, und U,. O]
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Wir kénnen nun den Quotientenraum definieren. Im Anschluss darauf zeigen
wir, dass die Projektion auf den Quotientenraum eine galois’sche Uberlagerung
ist.

Definition 4.13. Sei X eine Riemannsche Flache und sei I' eine frei operierende
Gruppe biholomorpher Selbstabbildungen auf X. Wir nennen a,b € I' dquiva-
lent beziiglich T, falls y(a) = b fir ein v € I'. Wir beschreiben mit X /T den
Quotientenraum beziiglich der gerade eingefiihrten Aquivalenzrelation.

Proposition 4.14. Sei X eine einfach zusammenhdingende Riemannsche Fliche
und sei I' eine Gruppe von biholomorphen Selbstabbildungen, welche auf X frei
operiert. Dann konnen wir dem Quotientenraum X /T die Struktur einer Rie-
mannschen Fliche verleihen, sodass die Projektion

p: X — X/r

eine unverzweigte galois’sche Uberlagerung mit Deckbewegungsgruppe T ist.

Beweis. Sei a € X beliebig. Da I' auf X frei operiert, konnen wir eine offene
Umgebung U(a) finden, sodass v(U(a)) N U(a) fur alle v € I' — {id} leer ist. Das
Bild p(U(a)) stimmt mit p(y(U(a))) =: V(b) fiir alle v € I" tiberein und ist eine
Umgebung von p(a) =: b. Wir kénnen das Urbild

p (V) = Jr(U(a) (4.3)

yel

zerlegen. Sei auferdem (U(a), ) mit ¢ : U(a) — C ecine Karte, dann ist auch
(V(b),®) mit ¢ : V(b) = C,[z] — ¢(z) fir z € U(a) eine Karte. Die Abbildung
¢ ist wohldefiniert. Denn angenommen wir haben zwei Punkte [z] = [y] € V(b),
wobei x # y beide in U(a) liegen, dann existiert ein v € I' — {id} mit y(z) = v.
Der Punkt v(x) liegt dann aber in y(U(a)) und der Punkt y liegt in U(a). Der
Widerspruch ergibt sich, da y(U(a)) NU(a) leer ist.

Die Karten (V'(b), ¢) machen den Quotienten aufserdem zu einer Riemannschen

Flache. Wir miissen dazu nur noch zeigen, dass fiir zwei Karten (V(b), ») und
(V'(V'), @) die Verkniipfung @ o (¢')~! biholomorph auf &'(V(b) N V'(V')) ist. Sei
dazu (V(b), ) die Karte, die aus (U(a), ¢) konstruiert wurde und (V'(¥'),¢’) die
Karte, die aus (U'(a), ¢’) konstruiert wurde. Wenn V'(b) N V’(b') nicht-leer ist, so
ist auch das Urbild

FAVO)NVIR)) C V) N V)

= UU(@)n[J~U'(@))

vyel’ ~yel'

unter f nicht-leer. Wir finden ein v € I, sodass U(a) Ny (U’(a’)) nicht-leer ist. Fiir
e

dieses v gilt poyo ()™t = @o (@)t Die Verkniipfung @o(¢')~! ist biholomorph,
da auch die Abbildung ~ biholomorph ist.
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Die Verkniipfung

—1

25 o ) s [ (2)] 2o ol (2) = 2 (4.4)

ist die Identitét. Indem wir die Karten (y(U(a)),oy™!) um v(a) fiir die anderen
Umgebungen aus verwenden, entsteht durch eine Verkniipfung wie in
wieder die Identltat Damlt haben wir gezeigt, dass p eine unverzweigte Uberlage—
rung ist.

Wir wollen nun zeigen, dass I' die Deckbewegungsgruppe von p ist. Sei zunéchst
v ein beliebiges Element aus der Gruppe I'. Die Abbildung ~ ist biholomorph, da
I' nur biholomorphe Selbstabbildungen enthélt. Da fiir jedes beliebige z € X die
Eigenschaft

pory(z) =[y(z)] = [z] = p(x)

erfiillt ist, ist v eine Deckbewegung. Damit ist I' eine Teilmenge der Deckbewe-
gungen.

Sei nun anders herum v eine Deckbewegung. Wir miissen zeigen, dass v auch
in T' liegt. Wie wir bereits wissen, gilt [y(x)] = [z] fiir alle x € X. Sei 2 € X
beliebig. Dann existiert ein ( € I', sodass v(xg) = ((x) gilt. Wir wollen nun
zeigen, dass v und ¢ gleich sind, also v(z) = ((z) fiir alle x € X. Da aber v und

¢ beides Deckbewegungen sind, miissen sie wegen Korollar iibereinstimmen.
Ebenfalls wegen Korollar ist die Uberlagerung galois’sch O]

Wir kommen zum Ziel dieses Unterkapitels und klaren den Zusammenhang
zwischen der Deckbewegungsgruppe und der Fundamentalgruppe in dem folgenden

Satz 4.15. Sei f : X — X eine universelle Uberlagerung und sei a € X belie-
big. Dann sind die Deckbewequnggruppe T' und die Fundamentalgruppe m (X, a)
1somorph zueinander.

Beweis. Wir wollen zunéchst eine Abbildung zwischen den Gruppen konstruieren.
Dazu wihlen wir ein a € f~!(a), welches wir fiir die ganze Konstruktion festhalten.
Dies miissen wir tun, da die Abbildung von der Wahl des Elementes a abhéngig
sein wird. Fiir diesen Beweis 16sen wir uns ein wenig von der Quelle [3] und splitten
die Abbildung auf in m; : T' — f~(a) und my : f~1(a) = 7 (X, a).

Die erste Abbildung definieren wir als my(y) : = ~v(a) fiir alle v € I'. Die
Abbildung m, ist wegen Korollar bijektiv.

Nun miissen wir noch my(b) fiir b € f~'(a) einen Sinn geben. Dazu wihlen
wir einen Weg o mit Startpunkt a und Endpunkt b. Dann ist mg(b) definiert
als [f o a]. Die Abbildung ist wohldefiniert, also insbesondere unabhéngig von
der Wahl des Weges «, da im einfach zusammenhédngenden Raum X alle Wege
mit denselben Anfangs- und Endpunkten homotop und ihre Bilder unter f dann
ebenfalls homotop sind. Es fehlt noch die Bijektivitit der Abbildung ms.

Wir zeigen nun zunéchst, dass die Abbildung ms surjektiv ist. Sei dazu ein
Element [w] € (X, a) beliebig. Nach Lemma 4.2 kénnen wir den Weg hochheben.
Wir erhalten einen Weg & : [0,1] — X mit Startpunkt & und der Eigenschaft
fow=w. Esgilt f(@(1)) =w(l) = a und damit liegt der Endpunkt von @ im
Urbild f~*(a) von my. Also ist my surjektiv.
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Nun wenden wir uns der Injektivitat der Abbildung m; zu. Dazu seien bund ¥/
mit mg(b) = mo(b') beliebig. Wir wihlen zwei Wege w, w’ : [0, 1] — X, jeweils mit
dem Startpunkt a und den Endpunkten b und V. Die Wege fow und [ ow' sind
homotop, da ma(b) und my (') iibereinstimmen. Mit Hilfe von Lemma 4.3| folgern
wir, dass auch w und w’ homotop sind. Sie haben damit insbesondere denselben
Endpunkt, also b = /. Wir haben gezeigt, dass m; und mqy bijektiv sind. Damit
ist auch ihre Verkniipfung m = my o m; bijektiv.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass auch die Gruppenstruktur erhalten bleibt.
Im Werk [3] von Freitag wurde das nicht weiter ausgefiihrt, aber wir kénnen uns
das im Folgenden kurz iiberlegen. Seien ~,n : X > X zwei Deckbewegungen.
Um m(7y on) zu bestimmen, miissen wir zundchst einen Weg von @ nach v o n(a)
wihlen. Dazu wihlen wir einen Weg wy mit Startpunkt @ und Endpunkt v(a) und
einen weiteren Weg w9 von y(a) nach vy(n(a )) aus. Das nacheinander Entlanglaufen
wy * wy der beiden Wege ist ein Weg von @ nach v o n(a). Es gilt

m(yon) = [f(wr *ws)]
= [f(w1) * f(w2)]
= [f(w1)] * [f(w2)]

und [f(w1)] = m(7). Wir miissen also nur noch zeigen, dass auch [f(ws)] = m(n)
gilt. Da 7 eine Deckbewegung ist, ist auch das Inverse 4! eine Deckbewegung.
Es gilt also [f(w2)] = [f(7 }(ws))], wobei v o wy ein Weg von a nach n(a) ist.
Damit folgt die gewiinschte Gleichheit [f(w2)] = m(n). O

Mithilfe dieses Satzes konnen wir auf einfachem Wege Fundamentalgruppen be-
stimmen. Betrachten wir zum Beispiel die punktierte Ebene C mit der universellen
Uberlagerung exp : C — C*. Die Deckbewegungsgruppe dieser Uberlagerung ist
271 Z.. Die Fundamentalgruppe der punktierten Ebene ist also isomorph zu Z.

4.3 Zusammenfiihrung

Im letzten Unterkapitel haben wir den Quotienten einer Riemannschen Flache und
einer frei operierenden Gruppe biholomorpher Selbstabbildungen konstruiert. Wir
werden nun unser Wissen iiber Hochhebungen hinzunehmen, mit dem Ziel, dass
jede zusammenhéngende Riemannsche Fliche X biholomorph zu einem Quotien-
ten X /T einer einfach zusammenhéngenden Riemannschen Fldche X und einer
Gruppe I' biholomorpher Selbstabbildungen auf dieser Fléche ist.

Dazu miissen wir zunéchst die Existenz einer universellen Uberlagerung zu
jeder zusammenhéngenden Riemannschen Flédche zeigen.

Satz 4.16. Jede zusammenhingende Riemannsche Fliche X besitzt eine univer-
selle Uberlagerung f : X — X.

Beweis. In der Quelle [3] von Freitag wurde die universelle Uberlagerung rein to-
pologisch eingefiithrt und danach auf die Riemannschen Fléchen iibertragen. Dazu
hat Freitag die Eigenschaft hinreichend zusammenhéngend eingefiihrt.
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Ein topologischer Raum X heiftt hinreichend zusammenhdngend, falls er weg-
zusammenhangend ist und zusétzlich zu jedem Punkt a € X und jeder Umgebung
U um a eine einfach zusammenhéngende Umgebung V mit a € V C U existiert.

Wir konnen leicht priifen, dass Riemannsche Flachen diese Eigenschaft besit-
zen. Sei dazu x € X mit zugehoriger Umgebung B 3> z beliebig. Dann ist x in
einer offenen Teilmenge B’ von B enthalten. Wir wahlen eine Karte ¢ : U — V
mit x € U. Da B’ N U offen ist, ist auch das Bild unter ¢ offen und wir kénnen
eine offene e-Umgebung V. um ¢(x) wihlen, die im Bild von B’NU enthalten ist.
Das Urbild ¢ (V) ist eine einfach zusammenhéngende Umgebung von z, welche
in B enthalten ist.

Kommen wir nun zur Konstruktion der einfach zusammenhéngenden Riemann-
schen Fliache X. Dazu fixieren wir ein Element a € X. Sei x € X beliebig. Dann
betrachten wir die Menge aller Homotopieklassen von stetigen Wegen von a nach
x, welche wir bereits mit 7 (X, a, z) bezeichnet haben und markieren den Punkt
x mit Elementen A € 71(X, a,x) aus dieser Klasse. Wir behaupten, dass wir dem
Raum B

X:={(z,A) |z e X, Aem(X,a,z)}

die Struktur einer Riemannschen Fliche verleihen konnen, sodass die kanonische
Projektion f: X — X, (x,¢) > x eine universelle Uberlagerung ist.

Dazu verleihen wir der Menge X zuniichst eine Topologie. Sei 7o € X und
A eine Markierung des Punktes, also (zg, A) € X. Sei auferdem U eine einfach
zusammenhéangende offene Umgebung von xy. Dann kénnen wir zu jedem Punkt
x € U eine eindeutige Markierung B, finden. Das werden wir kurz erlautern.
Wir wihlen einen Weg a von @ nach xy mit [a] = A und einen Weg 3 von x
nach z, der in U liegt. Der Weg « * (8 ist bis auf Homotopie eindeutig, da U
einfach zusammenhéngend ist. Fiir einen anderen, auf diese Weise konstruierten
Weg wiirde

[ x '] = [a * B8] = [a * (]
gelten. Diese Markierung B, : = [a * (3] liefert ein eindeutiges Element (z, B,) in
dem Raum X. Die Menge

W(U, (xg,A)) : ={(z,B,) | z € U}

bildet eine Teilmenge von X , welche durch die kanonische Projektion f bijektiv
auf U abgebildet wird. Nun konnen wir offene Mengen definieren. Eine Teilmenge
U C X ist offen, falls zu allen (x¢, A) € U eine einfach zusammenhéngende Um-
gebung U von zy in X existiert, sodass die Menge W (U, (x, A)) in U enthalten
ist.

Nachdem wir eine Topologie auf X definiert haben, versuchen wir einen Schritt
weiter zu gehen, indem wir X die Struktur einer Riemannschen Fliache verleihen.
Sei dazu xg € X beliebig und ¢ : V' — C™ eine Karte, sodass o in V' enthalten
ist. Wie bereits oben bewiesen, ist X hinreichend zusammenhéngend. Das heifst
wir finden eine Teilmenge U C V', sodass U einfach zusammenhéngend ist. Wenn
wir das Urbild von U unter f betrachten, dann fallt auf, dass wir eine disjunkte
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Vereinigung

FFlaoy= | WU (x.4) (4.5)

Aem (X,a,xo)

erhalten, wobei jede Zusammenhangskomponente W (U, (o, A)) durch f bijektiv
auf U abgebildet wird. Das Diagramm

W (U, (2, A)) —L= U 4y

Jo

C

macht deutlich, dass wir zu jedem Punkt xzy € X eine Karte

(W(U, To, A), o f|W(U,xo,A)>

finden konnen. In dieser Karte bildet f die Menge W (U, (xq, A)) sogar biholomorph
auf U ab. Diese Karten bilden einen Atlas auf X. Auf den Schnitten sind die
Ubergangsfunktionen

1
W o f|W(U,z0,A) o <77D o le(U,xO,A)> = o 77[)—1

biholomorph. Dies zeigt uns, dass der konstruierte Atlas dem Raum X die Struk-
tur einer Riemannschen Flache verleiht. Die Formel zeigt auflerdem, dass
f: X — X eine Uberlagerung ist.

Um zu beweisen, dass die Uberlagerung eine universelle Uberlagerung ist, miis-
sen wir nur noch zeigen, dass die Riemannsche Flache X einfach _zusammenhén-
gend ist. Der Raum X ist zusammenhdngend, da ein Weg in X existiert, der
(a,[cq]) und einen beliebigen anderen Punkt (z,[y]) miteinander verbindet. Hier-
bei sei ¢, der konstante Weg in a. Wir finden den Verbindungsweg, indem wir
eine Schar von Wegen 7.(_) : = 7(s - ) definieren. Der Weg n(s) : = (v(s), [74])
in X verbindet die beiden Punkte wie gewiinscht. Es bleibt noch zu zeigen, dass
die Fundamentalgruppe trivial ist. Sei dazu a eine Schleife in X, wobei die erste
Komponente a : = f o a der Projektion der Schleife entspricht. Wir kénnen we-
gen Proposition ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die
Schleife den Anfangs- und Endpunkt (a, [¢,]) hat. Wir zeigen nun, dass [3;] mit

eine zugehorige Markierung zu «(t) ist. Fir t = 0 ist das klar. Wir betrachten
das Supremum ¢, iiber alle ¢ mit der Eigenschaft, dass [3;] die Markierung von
a(t) fir alle ¢t < ¢’ ist. Wir wollen zeigen, dass to = 1 gilt. Angenommen es ist
to < 1. Wir betrachten eine Zerlegung der Umgebung U(a(ty)) von a(ty) wie be-
reits in konstruiert. Dann existiert aber ein t; € [0,%y) mit der Eigenschaft,
dass a([t1,%o]) in U(a(ty)) enthalten ist. Da & stetig ist, muss a([t1, o)) in einer
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der Zusammenhangskomponenten W (U, «(ty), Ag) enthalten sein. Weil wir Wege
und Homotopien eindeutig hochheben kénnen, ist die Markierung [3;] auf einer
Umgebung von ¢, die einzige mogliche Markierung des Weges «. Es gilt also auch
a(t) = (a(t), [B]) fir alle t < ty+e, was im Widerspruch zur Annahme steht. Die-
selbe Argumentation kénnen wir benutzen, um zu zeigen, dass [f,] die Markierung
von a(tp) ist. Da der Anfangs- und der Endpunkt der Schleife a ibereinstimmen,
gilt [c,] = [B1], wobei der Weg f3; gleich « ist. Entsprechend Lemma kénnen
wir die Homotopie hochheben und erhalten, dass der konstante Weg (a, [¢,]) und
der Weg a in X homotop sind. Da a aber beliebig war, konnen wir folgern, dass
T (X, (a, [c,]) trivial ist. Also ist X einfach zusammenhéngend. O

Nachdem der letzte Beweis sehr konstruktiv war, miissen wir nun hauptséchlich
die bereits gemachten Aussagen zusammentragen.

Satz 4.17. Sei X eine zusammenhdingende Riemannsche Fliche. Dann gibt es
eine einfach zusammenhdngende Riemannsche Fliche X und eine frei operieren-
de Gruppe I' biholomorpher Selbstabbildungen auf X, sodass X und X /T biho-
lomorph dquivalent sind, also eine biholomorphe Abbildung zwischen den beiden
Riemannschen Flichen existiert.

Beweis. Soeben in Satz [£.16] haben wir gesehen, dass jede zusammenhéngende
Riemannsche Fliche eine universelle Uberlagerung f : X — X besitzt. Weiterhin
folgt aus Satz u, dass die Deckbewegungsgruppe der universellen Uberlagerung
der Fundamentalgruppe 71 (X, a) entspricht. Wegen Proposition operiert die
Deckbewegungsgruppe auf X frei. Auferdem sieht man sofort an der Definition
der Deckbewegungsgruppe, dass sie eine Teilmenge der biholomorphen Selbstab-
bildungen auf X ist. Indem wir Proposition anwenden wird klar, dass wir den
Quotienten X /7, (X, a) bilden kénnen und eine unverzweigte galois’sche Uberla-
gerung B B
p: X = X/n (X, a)

mit Deckbewegungsgruppe 71(X, a) erhalten.

Nun miissen wir noch folgern, dass X und X /7 (X, a) biholomorph équivalent
sind. Sowohl f als auch p sind lokal biholomorph. Daher kénnen wir die Umkehr-
abbildungen f~! und p~! lokal angeben. Wir wollen jedoch zeigen, dass die Abbil-
dungen po f~! und f o p~! sogar global wohldefiniert sind, es also irrelevant ist,
fiir welches Element aus der Faser von f beziehungsweise p wir uns entscheiden.
Seien némlich (x, A) und (z, B) zwei Urbilder von x unter f, so ist das Bild unter p
gleich, da (x, A) in derselben Aquivalenzklasse liegt wie (z, (BxA~)xA) = (z, B).
Seien umgekehrt (z, A) und (z, B) zwei Elemente aus der Faser von p iiber [(z, A)],
so gilt f((x, A)) = = = f((z,B)). Die Abbildung g o f~! ist somit bijektiv und
lokal biholomorph, also global biholomorph. ]

Wir werden in der folgenden Proposition sehen, dass das Paar ()? ,I') aus
Satz im wesentlichen eindeutig bestimmt ist.

Proposition 4.18. Sei X eine zusammenhdingende Riemannsche Fliche. Seien
X und X' zwei einfach zusammenhdngende Riemannsche Flichen und seien au-
Berdem T' und I zwei frei operierende Gruppen biholomorpher Selbstabbildungen
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auf X, sodass X/F: X' /1" und X biholomorph dquivalent sind. Dann existiert
eine biholomorphe Abbildung ¢ : X' — X mit der Eigenschaft I" = o=t oT o .

Beweis. Sei pr : X - )}:/F die kanonische Projektion und 7 : )?/F — X die
biholomorphe Abbildung zwischen X /T und X. Dann ist f : X — X eine univer-
selle Uberlagerung. Analog finden wir die universelle Uberlagerung ¢ : X = X
durch Komposition der kanonischen Projektion pr» und der biholomorphen Abbil-
dung 7 zwischen X' /17 und X. Wir wihlen zwei Punkte o € X und b € X’ mit
f(a) = g(b). Dann kénnen wir geméf Satz[1.5 die Abbildungen f und g eindeutig
hochheben

mit der Eigenschaft, dass ¢(a) = b und ¢'(b) = a ist. Wir wissen, dass ¢’ o ¢ eine
Hochhebung von f mit der Eigenschaft fo ¢’ o = f und ¢’ o p(a) = a ist. Die
Identitét ist eine weitere Hochhebung mit dieser Eigenschaft. Das bedeutet aber,
dass ¢’ o ¢ gleich der Identitdt sein muss. Die Abbildung ¢’ ist also das inverse
Element zu . Damit ist ¢ eine biholomorphe Abbildung.

Fiir ein beliebiges Element a aus der Deckbewegungsgruppe I gilt aulerdem

fo(ptoaop)=goaop=gop=f

und damit ist ¢~ o @ o ¢ ein Element aus der Deckbewegungsgruppe I'. Analog
gilt natiirlich auch I'' O ¢ oI 0 ! und damit die Gleichheit ¢~ oI” o =I'. Die
Gruppenstruktur tibertrégt sich ebenfalls, wie an der Gleichung

(p ' oaop)o(plofop)=plo(acf)o
deutlich wird. O

Wir wollen in der folgenden Bemerkung einen Spezialfall der Eindeutigkeits-
aussage gesondert hervorheben. In der Quelle [3] von Freitag wurde kein Beweis
dazu angegeben, da er im Wesentlichen durch das Zusammentragen der bereits
bewiesenen Sitze zustande kommt.

Bemerkung 4.19. Sei X eine einfach zusammenhéngende Riemannsche Fliche
und seien I" und I zwei frei operierende Gruppen biholomorpher Selbstabbildun-
gen auf X. Die Riemannschen Fléchen X /T und X /17 sind biholomorph dquiva-
lent genau dann, wenn die Gruppen I' und I'" als Untergruppen der Gruppe aller
biholomorphen Selbstabbildungen auf X zueinander konjugiert sind.

Beweis. Wir betrachten die Uberlagerung X — X /T. Wenn die beiden Quotien-
ten X /T und X /17 biholomorph dquivalent sind, so folgt direkt aus der Propo-
sition [4.18] dass die beiden Gruppen I' und I zueinander konjugiert sind.

Wenn anders herum die Gruppen I' und I zueinander konjugiert sind, also
wenn I' = ¢~ 1ol o fiir eine biholomorphe Abbildung ¢ : X — X gilt, so kénnen
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wir die Abbildung

a: X/ — X/
[z]r — ()]

definieren und zeigen, dass diese biholomorph ist. Wir wollen zunéchst die Wohlde-
finiertheit zeigen. Seien dazu zwei Punkte x und = aus X mit [z]r = [Z]r beliebig.
Dann finden wir eine Selbstabbildung v € I' mit 7 = ~(z). Wir wissen aber bereits,
dass ¢ o yo ! =: 4/ in I ist. Das bedeutet, dass wir

a([zlr) = [p(@)r = [e(v(@)]r = [V (e(@)]e = [p@)lr = a(f]r)

folgern konnen, was direkt die Wohldefiniertheit von « liefert. Analog zeigt man,
dass die Umkehrabbildung [z]r — [¢ ! (x)|r ebenfalls wohldefiniert ist.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Abbildung holomorph ist. Sei dazu
[z] € X /T beliebig. Zu der Uberlagerung pr : X — X /1 kénnen wir dhnlich wie
in eine Umgebung U um z finden, sodass das Urbild

et ([U) = ()

vyel’

eine disjunkte Vereinigung und die Einschrénkung pr|, biholomorph ist. Die Ab-
bildung « ldsst sich in U darstellen als |, = propo pF\U_l. Somit ist « holo-
morph in [z]. O
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5 Der Uniformisierungssatz und weitere Kategori-
sierung

Wir haben gesehen, wie wir die Fundamentalgruppe einer Riemannschen Fléche
X bestimmen konnen, wenn wir die universelle Uberlagerung X — X kennen.

Wir stellen uns nun die Frage, was die universelle Uberlagerung der punktierten
Ebene C* ist.

5.1 Der Uniformisierungssatz

Wir wissen bereits, dass jede zusammenhéngende Riemannsche Fliache X eine
universelle Uberlagerung X — X besitzt, wobei der Raum X eine einfach zu-
sammenhéngende Riemannsche Fliche ist. Um die universelle Uberlagerung von
C* zu finden, miissen wir also zunéchst heraus finden, welche einfach zusammen-
hiangenden Riemannschen Fléchen es iiberhaupt gibt. Dazu betrachten wir das
folgende

Theorem 5.1 (Uniformisierungssatz). Jede einfach zusammenhdngende Rie-
mannsche Flache ist btholomorph dquivalent zu genau einer der Riemannschen
Flichen I, C oder P.

Wir werden dieses Theorem ohne Beweis hinnehmen und uns viel mehr fiir
die Konsequenzen interessieren, welche sich fiir die universellen Uberlagerungen
ergeben. Man findet den Beweis aber beispielsweise in Kapitel I11.1 der Quelle [3]
von Freitag.

Wir konnen uns trotzdem kurz iiberlegen, dass die drei Riemannschen Flachen
nicht untereinander biholomorph dquivalent sein kénnen, da der projektive Raum
P im Gegensatz zur offenen Kreisscheibe |E und der komplexen Ebene C kompakt
ist und da jede holomorphe Abbildung von C nach [E entsprechend dem Satz von
Liouville konstant ist. Wir wissen, dass IE und C einfach zusammenhéngend sind,
da sie sternformig sind. Auch die Riemannsche Fléche P ist einfach zusammen-
hingend. Dies haben wir in Proposition bewiesen.

Durch einfaches Zusammentragen der bereits bewiesenen Sétze folgt

Proposition 5.2. Jede zusammenhdngende Riemannsche Fldche ist biholomorph
aquivalent zu etnem Quotienten der Riemannschen Flichen IE, C oder P und einer
frei operierenden Gruppe biholomorpher Selbstabbildungen auf dieser Fliche.

Beweis. Bereits in Satz haben wir gesehen, dass jede zusammenhangende Rie-
mannsche Fliche biholomorph dquivalent zu X /T ist. Dabei ist X eine einfach
zusammenhéngende Riemannsche Flache und I' eine frei operierende Gruppe biho-
lomorpher Selbstabbildungen auf dieser Flache. Entsprechend dem Uniformisier-

ungssatz konnen wir annehmen, dass die einfach zusammenhéngende Riemannsche
Fldche entweder I, C oder P ist. O

Da die Projektion auf den Quotienten eine Uberlagerung ist, wie wir in Pro-
position gesehen haben, konnen wir ohne grofte Anstrengung das folgende
Korollar beweisen.
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Korollar 5.3. Jede zusammenhdngende Riemannsche Fldiche wird von I, C oder
P universell tiberlagert.

Beweis. Die Proposition besagt, dass jede zusammenhdngende Riemannsche
Fléache biholomorph zu einem Quotienten von I, C oder P und einer frei operie-
renden Gruppe biholomorpher Selbstabbildungen auf dieser Fléche ist. Bereits in
Proposition haben wir gesehen, dass die Projektion auf einen solchen Quoti-
enten eine Uberlagerung ist. Da aufierdem die Riemannschen Flichen E, C und P
einfach zusammenhiingend sind, ist die Uberlagerung universell. O]

Im Folgenden wollen wir die Quotienten weiter untersuchen, indem wir die
moglichen Kandidaten fiir frei operierende Gruppen biholomorpher Selbstabbil-
dungen in Bezug auf die jeweilige Riemannsche Fldche bestimmen.

5.2 Die Ebene C als universelle Uberlagerung

Wir betrachten zunéchst die einfach zusammenhéngende Riemannsche Flache C.

Proposition 5.4. Jede biholomorphe Selbstabbildung f : C — C st affin, erfillt
also die Gleichung
f(z)=az+0

fir alle z € C. Hierbei seien a # 0 und b Elemente aus C.

Auch wenn dieser Sachverhalt bereits aus der Funktionentheorie bekannt ist,
werden wir den Beweis noch einmal kurz zusammen ausarbeiten. Als Quelle dient
hierfiir zum Beispiel [2], Kapitel III. Anhang zu §4 und §5, Aufgabe 5.

Beweis. Da die Selbstabbildung f keine Polstelle besitzt, gilt f(z) = Y o0 a;2".
Wir wissen, dass das Bild von der offenen Einheitskreisscheibe £ unter f eine
offene Menge in C ist. Wir zeigen, dass f ein Polynom ist. Andernfalls hétte
f(1/z) eine wesentliche Singularitét in 0. Damit wire f(C—IE) nach dem Satz von
Casorati-Weierstraf dicht in C und f nicht bijektiv. Wegen der Injektivitiat der
Abbildung f muss das Polynom auflerdem vom Grad 1 sein. Damit ergibt sich die
obige Formel f(z) = az + b mit a # 0. O

Die soeben konstruierte Gruppe aller biholomorpher Selbstabbildungen auf C
operiert nicht frei. Daher miissen wir geeignete Untergruppen suchen.

Proposition 5.5. Wir betrachten die Gruppe {f | f(z) = az + b, a # 0}. Die
einzigen frei operierenden Untergruppen sind

Fp=Af1f(z)=z+b,be L},
wobei L eine diskrete Untergruppe von C ist.

Beweis. Wiare a # 1, dann héatte f einen Fixpunkt. Diesen wiirde man sofort
erhalten, indem man die Gleichung az+b = z nach z auflést. Eine frei operierende
Gruppe biholomorpher Selbstabbildungen auf C besteht also nur aus Translationen
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z — z + b, wobei die Menge der auftretenden b eine Untergruppe L von C sein
muss.

Wenn wir nun wollen, dass 'y frei operiert, dann muss die Menge L diskret
sein. Angenommen L ist nicht diskret, dann hat L einen Haufungspunkt [y € L.
Seien U 3 lp und V' 3 0 zwei beliebige offene Mengen, so existiert ein [ € L—{ly},
sodass [ in U liegt. Der Schnitt U N (V + 1) ist nicht-leer. Die zweite Eigenschaft
der Definition [4.11] einer frei operierenden Gruppe ist also nicht erfiillt.

Wir untersuchen nun zunéchst die diskreten Untergruppen der Ebene C. Es
gibt drei Typen von diskreten Untergruppen der komplexen Zahlenebene:

1. L, = {0} (triviale Gruppe)
2. Ly=0aZ mita#0 (zyklische Gruppe)
3. Ly =aZ+ bZ mit a und b R-linear unabhéngigen Punkten (Gitter)

Es ist klar, dass alle drei Gruppen diskret sind. Die Zusatzbedingungen a # 0
und die lineare Unabhéngigkeit von a und b in Fall 2 und 3 grenzen die Fille
klar von den jeweils vorherigen ab. Wir zeigen noch, dass dies alle diskreten Un-
tergruppen von C sind. Nehmen wir zur Gruppe Ly oder L3 noch einen weiteren
R-linear abhingigen Erzeuger ¢ € C dazu, so erhalten wir entweder eine Gruppe
von demselben Typ oder die Gruppe ist nicht mehr diskret, weil dann c¢Z einen
Héufungspunkt in C/r, hat. Man sieht leicht, dass die drei Gruppen I'z, frei
operieren. O

Der Satz iiber die biholomorphe Aquivalenz zwischen der Riemannschen
Flache und einem Quotienten fithrt uns zu dem folgenden

Satz 5.6. Jede Riemannsche Fliche, die von der Ebene C universell uberlagert
wird, 1st biholomorph dquivalent zu einer der drei folgenden Riemannschen Fld-
chen:

1. C/p,=C (die Ebene selbst)
2. C/p, =C (die punktierte Ebene)
3. C/L, (ein Torus)

Beweis. Da die Riemannsche Fliache von C iiberlagert wird, ist sie insbesondere
zusammenhédngend. Wie in Satz finden wir einen Quotienten, welcher biho-
lomorph zu der Riemannschen Flache ist. In Frage kommen nur die Quotienten
bestehend aus der Ebene C und den bereits in Proposition bestimmten Unter-
gruppen L;. Wir merken noch an, dass sich die Gleichheit von C/ L, und C* im
zweiten Fall durch die Abbildung z — exp (2772' g) ergibt. O]
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5.3 Die Zahlenkugel P als universelle Uberlagerung

Zunachst wollen wir wieder die biholomorphen Selbstabbildungen auf dem pro-
jektiven Raum IP bestimmen, um spéter die frei operierenden Untergruppen zu
identifizieren und die Quotienten bilden zu kénnen.

Wie bereits aus der Funktionentheorie bekannt ist, sind die biholomorphen
Selbstabbildungen auf IP genau die Mébiustransformationen, also alle

az +b . a b
2 — o d mit (c d) € GL(2,C).

Im Folgenden werden wir auch dazu wieder einen kurzen Beweis geben. Das grund-
legende Konzept dazu findet man zum Beispiel in [2], Kapitel III. Anhang zu §4
und §5, Aufg. 7.

Proposition 5.7. Jede biholomorphe Selbstabbildung auf P ist eine Mdébiustrans-
formation.

Beweis. Sei f : P — P eine biholomorphe Selbstabbildung. Dabei fassen wir P
als CU {oo} auf. Wir wollen eine Abbildung konstruieren, die sich &hnlich wie f
verhilt, aber eine Selbstabbildung auf C ist. Sei dazu y : = f(c0) der Punkt, auf
den oo geschickt wird.

Im ersten Fall ist y # oco. Hier kénnen wir die Abbildung g(z) : = - definie-
ren. Sie ist eine biholomorphe Selbstabbildung auf P und bildet den Punkt y auf
den Punkt oo ab. Wir erhalten durch die Verkniipfung der beiden Abbildungen
wieder eine biholomorphe Abbildung go f = ﬁ : P — P, welche den Punkt oo
fixiert. Also ist diese Verkniipfung eine biholomorphe Selbstabbildung von C.

Bereits in Proposition haben wir gezeigt, dass alle biholomorphen Selbst-
abbildungen auf C von der Form z — az 4+ b mit a # 0 sind. Es existieren also
a # 0 und b, sodass go f = az + b gilt. Durch einfache Umformungen erhalten wir
eine explizite Darstellung

_yaz+ (yb+1)
1(z) = az+0b

fiir die Abbildung f. Wir haben damit gezeigt, dass f die Form einer Mébiustrans-
formation besitzt, da weiterhin die Determinante

det (ya Yot 1) = —a
a b

ungleich 0 ist.

Im zweiten Fall ist y = oco. Hier ist f bereits eine Abbildung, die den Punkt
oo fixiert und verhélt sich daher wie eine Abbildung von C nach C. Wie schon
im ersten Fall konnen wir Proposition anwenden. Die Abbildung f ist also
der Form f(z) = az + b mit a # 0. Dies ist eine Mobiustransformation, da die

Determinante
a b
det (O 1) =a

wie auch im ersten Fall ungleich 0 ist. O]
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Nun wollen wir wieder die frei operierenden Untergruppen der Gruppe der
biholomorphen Selbstabbildungen bestimmen. Dafiir bleiben aber nicht viele Mog-
lichkeiten.

Proposition 5.8. Die einzige Gruppe biholomorphe Selbstabbildungen, die auf P
frei operiert, ist die triviale Gruppe, welche nur die Identitdt enthdlt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass jede beliebige Mobiustransformation

az+b
cz+d

2z f(z) =

mindestens einen Fixpunkt besitzt. Durch Umstellen der Gleichung z = gjjr's sieht
man sofort, dass die Losung von

0=cz*+(d—a)z—b

immer ein Fixpunkt der Mobiustransformation ist. Im Fall ¢ # 0 zerfillt das
Polynom iiber C in zwei Linearfaktoren und wir erhalten eine Nullstelle, also
einen Fixpunkt. Im Fall ¢ = 0 muss die Determinante

a b
det(c d)—ad

ungleich 0 sein. Das bedeutet insbesondere, dass a und d ungleich 0 sind. Die
Abbildung f(z) = %z—l—g hat also einen Fixpunkt bei co. Damit haben wir gezeigt,
dass jede Mobiustransformation einen Fixpunkt besitzt. In einer frei operierenden
Gruppe darf aber nur die Identitdt einen Fixpunkt aufweisen. Daher enthélt die
einzige frei operierende Gruppe auf P nur die Identitét. O

Analog zum Satz [5.6] iiber die Kategorisierung der Riemannschen Flichen mit
der komplexen Ebene als Uberlagerung erhalten wir den folgenden

Satz 5.9. Jede Riemannsche Fldiche, welche von dem projektiven Raum P univer-
sell tiberlagert wird, ist auch biholomorph dquivalent zu P.

Bis auf Holomorphie ist damit der projektive Raum IP die einzige Riemannsche
Flédche, deren universelle Uberlagerung kompakt ist.
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6 Eine Anwendung — der kleine Satz von Picard

Mit dem bis hierher erarbeiteten Wissen ist es uns méglich, den kleinen Satz von
Picard zu beweisen. Wir orientieren uns dazu an der Quelle [3], Kapitel III.2.

Aus dem Satz von Casorati-Weierstraft (z.B. [2], Kapitel III. §4) folgt direkt,
dass das Bild f(C) einer nicht-konstanten, holomorphen Abbildung f:C — C
dicht in C liegt. Dies wollen wir kurz begriinden. Da f holomorph ist, kénnen
wir eine Potenzreihenentwicklung angeben. Wenn diese Entwicklung nur endlich
viele Summanden umfasst, so ist f ein Polynom. Da jedes nicht-konstante Poly-
nom iiber C in Linearfaktoren zerfallt, nimmt es jeden Wert in C an. Wenn die
Potenzreihenentwicklung nicht endlich ist, so hat f(2) eine wesentliche Polstelle
in 0 und wir konnen den Satz von Casorati Weierstrafs anwenden.

Wir werden nun zeigen, dass f dabei sogar nur hochstens einen Punkt auslésst.
Dazu formulieren wir zunéchst das folgende

Theorem 6.1 (Der kleine Satz von Picard). Jede holomorphe Abbildung
f:C— C—{0,1} ist konstant.

Beweis. Wie wir in Proposition gezeigt haben, ist C — {0,1} biholomorph
aquivalent zu einem Quotienten von I, C oder P und einer frei operierenden
Gruppe biholomorpher Selbstabbildungen.

Angenommen die Riemannsche Fliche C—{0, 1} ist biholomorph dquivalent zu
einem Quotienten von P, dann muss sie entsprechend Satz auch biholomorph
dquivalent zum projektiven Raum selbst sein. Damit ist C— {0, 1} kompakt, was
uns zum Widerspruch fiihrt, da die Uberdeckung

C—{0,1} = G B,(0)—{0,1}

keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Nehmen wir nun an, dass die Riemannsche Flache C — {0, 1} biholomorph zu
einem Quotienten von C ist. In Satz haben wir bereits gezeigt, dass sich dann
nur drei mogliche Kandidaten ergeben. Der Quotient kann nur die Ebene C selbst,
die punktierte Ebene C* oder der Torus sein. Fiir den Torus verhélt es sich dhnlich
wie bei dem projektiven Raum. Er ist kompakt und daher nicht biholomorph
dquivalent zu C —{0,1}. Die komplexe Ebene C ist einfach zusammenhéngend
und kommt damit ebenfalls nicht in Frage.

Nicht sofort klar ist, ob die punktierte Ebene C* und C— {0, 1} biholomorph
aquivalent sind. Wir konnen dies aber durch einen einfachen Vergleich der Fun-
damentalgruppen nachpriifen. Vereinfacht gesagt ist die Fundamentalgruppe der
punktierten Ebene zyklisch und die Fundamentalgruppe der zweifach punktier-
ten Ebene C — {0, 1} nicht, da wir durch mehrfaches Umlaufen des einen Punk-
tes keinen Weg erhalten konnen, der den anderen Punkt umlauft. Mithilfe von
topologischem Wissen, wie es zum Beispiel aus [4] bekannt ist, kénnen wir die
Fundamentalgruppen auch explizit bestimmen. Wahrend die Fundamentalgruppe
von C* gleich Z ist, erhalten wir fiir die Fundamentalgruppe von C — {0, 1} nach
dem Satz von Seifert und van Kampen ([4], Kapitel 7.2) das freie Produkt Z x Z.
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Die Fundamentalgruppen sind nicht gleich. Daher konnen die punktierte und die
zweifach punktierte Ebene auch nicht biholomorph dquivalent sein.

Da alle anderen Moglichkeiten erschopft sind, muss die zweifach punktierte
Ebene C — {0, 1} biholomorph zur einem Quotienten E /T der offenen Einheits-
kreisscheibe und einer frei operierenden Gruppe biholomorpher Selbstabbildungen
sein. An dem Diagramm

h_o——-——>k

—

—
—
—
~
e ™
e

cl-c—{0,1} - E/r
\/7

gof

mit der universellen Uberlagerung m sehen wir, dass wir die Abbildung g o f wie
in Satz zu h : C — E mit moh = go f hochheben kénnen. Die Hochhebung h
ist eine holomorphe, beschrinkte Abbildung auf C. Nach dem Satz von Liouville
(z.B. [6], Satz 3.39) ist die Abbildung h konstant. Das bedeutet, dass auch die
Verkniipfungen go f und f = ¢! o g o f konstant sind. Damit ist der kleine Satz
von Picard bewiesen. O

Bemerkung 6.2. Insbesondere haben wir damit gezeigt, dass jede holomorphe
Abbildung von C nach C konstant ist, sobald sie mindestens zwei Punkte auslisst.
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